2.5. Ornekleme Dagilimlar

Orneklemin parametre icermeyen bir fonksiyonuna istatistik denir. Kitle ortalamasmin bir
tahmin edicisi olan, drneklem ortalamas1 X ile kitle varyansinin bir tahmin edicisi olan,
orneklem varyans: S? birer istatistiktir. N birimlik bir kitleden, belli sayida n birimlik
orneklem segilirse, segilen her n birimlik 6rneklem i¢in hesaplanan bu ortalama ve varyans
degerleri birbirinden farkli olur. Yani bu istatistikler 6rnekten 6rnege degiskenlik gosterir. Bu
nedenle, bu istatistiklerin de kendilerine ait dagilimlari, beklenen degerleri ve varyanslar
vardir. Bir istatistigin dagilimma, érnekleme dagilimi denir. Ornekleme dagilimlari, hipotez

testi yapmak i¢in gerekli bilgiyi saglar.
2.5.1.0rneklem Ortalamasinin Dagihimi

Ortalamasi u, varyansi o2 olan bir kitleden X;, X5, ..., X,, gibi n birimlik bir &rneklem segilsin.
Kitle ortalamasi p’ye iliskin sonu¢ ¢ikarimi yapilmak istendiginde akla ilk gelen istatistik
orneklem ortalamasi olacaktir. Orneklem ortalamasi X ile gosterilmek iizere n birimlik bir

orneklem igin,
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bir rastgele degiskendir. Gozlemler alinip yerine koyuldugunda bu artik rastgele degiskenin
bir degeridir ve almis oldugu deger X ile gosterilir. X rastgele degiskeninin &rnekleme

dagilimi g6z Oniine alinsin. Beklenen degerin 6zelliklerinden faydalanarak,
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olarak elde edilir ve ayn1 sekilde varyans tanimindan;
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olarak elde edilir. Dikkat edilirse X’nin érnekleme dagiliminin varyansi érneklem biiyiikligii
n arttikga kii¢iiliir. Bu, 6rneklemde ne kadar ¢ok gozlem varsa orneklem ortalamasinin
ornekleme dagilimi da kitle ortalamasina o kadar yakin toplanmis demektir. Yani 6rnek sayist
arttik¢a kitleye iliskin sonug ¢ikarimi daha iyi olur. Orneklem ortalamasinin varyansi 0)% ile

gosterilmek iizere X nin standart sapmasina standart hata denir ve
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ile hesaplanir.

Bahsedilen bu sonuclar herhangi bir dagilim varsayimi olmadan tiim rastgele degiskenler i¢in

gecerlidir.
2.5.1.1.0rneklem Ortalamasinin Ornekleme Dagihminin Sekli

Ornekleme dagilmminin sekli rasgele degiskenin ait oldugu kitlenin dagilimmnin sekli ve
orneklemin biiyiikliigii ile belirlenir. Kitlenin dagilimi normal ise, X 6rneklem ortalamasinin
dagilim1 da normal olacaktir. Eger, kitlenin dagilim1 normal degilse X 6rneklem ortalamasinin
dagilimmim sekli 6rneklem biiyiikliigiine baghidir. Orneklem biiyiikligi kiiciik ise, X
orneklem ortalamasinin 6rnekleme dagiliminin sekli, kitle dagiliminin sekline benzeyecektir.

Orneklemlerin segildigi kitlenin dagilimi bilinmiyor ise (sonlu ya da sonsuz) X &rneklem
ortalamasinin 6rnekleme dagilimi, 6rneklem sayisi n’nin biiyiikk olmasi kosulu ile merkezi

limit teoreminden dolay1 yaklasik olarak normal dagilim olacaktir.
2.5.2.0rneklem Varyansiin Dagilim

Ortalamas1 u, varyansi o2 olan bir kitleden X;, X5, ..., X,, gibi n birimlik bir &rneklem segilsin.
Kitle varyansmin yansiz bir tahmin edicisi olan &rneklem varyansi S% asagidaki gibi

tanimlanuir;
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Bunun yansiz bir tahmin edici olmasindan dolayzi,
E(S?) =¢?

dir. Orneklem varyansi $%’nin &rnekleme dagilimimi belirleyebilmek igin kitle dagilimina
iliskin daha fazla bilgiye ihtiya¢ vardir. Uygulamalarda, genellikle kitle dagiliminin normal

oldugu varsayimi kullanilir.

Kitle dagilimimin normal dagilim olmasi durumunda orneklem ortalamasi ve Orneklem

varyansinin dagilimlarina bakilsin.

Omeklem sayis1 biiyiik oldugunda, érneklem ortalamasit X’ nin dagilimi i¢in merkezi limit
teoremi kullanilarak sonug ¢ikarimi yapilabilir. Fakat 6rneklem varyansi i¢in ayni sey gecerli
degildir. Kitlenin normal dagilima sahip oldugu varsaymmi altinda 6rneklem varyansi S nin

dagilimi ile ilgili sonug ¢ikarimi yapilabilir.

X1,X5, ..., X, ortalamasi u, varyansi o2 olan normal dagilima sahip bir kitleden rastgele

¢ekilen 6rneklem olmak iizere,
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rastgele degiskeni (n — 1) serbestlik dereceli y? (Ki-kare) dagilimina sahiptir. Serbestlik
derecesi (n — 1) olan y? dagilimma sahip bir rastgele degiskenin beklenen degeri (n — 1) ve

varyansi 2(n — 1)’dir. Buna gore;
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ve beklenen degerin 6zelliginden dolayz,
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E(S?) = ¢?

olur. $?’nin varyansini bulmak i¢in varyansin 6zelliginden yararlanilirsa;
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olup
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olarak elde edilir.
2.5.3.0rneklem Oraninin Ornekleme Dagilimi

Uygulamalarda kitlede belirli 6zellige sahip olanlarin oranlarinin bilinmesi istenebilir. Bu
orani belirlemek i¢in kitlede istenen 6zellige sahip birimlerin sayilmasi gerekir ki kitle biiyiik
oldugunda bu sayma isi zor ve hatta baz1 durumlarda imkansiz olabilir. Bu nedenle kitleden
orneklem cekilerek kitle oran1 6rneklemden tahmin edilir. Bu oranla ilgili ¢ikarim yapabilmek

i¢cin oranin drnekleme dagiliminin bilinmesi gerekir.

Bir kitlede belirli 6zellige sahip olanlarin sayis1 X ile gosterilmek tizere X, binom dagilimina
sahip bir rasgele degisken olacaktir. Bu binom dagiliminin parametreleri n ve p olmak {izere,
E(X) = np ve Var(X) = np(1 — p) dir. Belirli 6zellige sahip olanlarin oranina P denilirse,
rneklemden elde edilen P = X /n orani, p igin bir tahmin edici olarak alinabilir. P tahmin
edicisinin orneklemden elde edilen degeri (yani p i¢in bir tahmin) p ile gosterilsin. P’nin

beklenen deger ve varyansi,
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olarak elde edilir.
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olmak tizere daha 6nce bahsedildigi gibi P’nin standart sapmas1 P’nin standart hatasidir ve,
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bigiminde hesaplanir.

Kiiciik drneklemlerde oran fazla bir anlam ifade etmeyeceginden oranla ilgili bir tahmin s6z

konusu oldugunda 6rneklem hacminin biiyiikk oldugu varsayilir ve merkezi limit teoremi
e < 1- <
geregi, P’nin ornekleme dagilimin ortalamasi p ve varyansi ¥ olan normal dagilima

yakinsadig1 sdylenebilir. Buna gore,
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olup Z~N(0,1)’ dir. P’nin 6rnekleme dagilimi, kitle parametresi p’ nin giiven araliginin

bulunmasinda ve hipotez testlerinde kullanilacaktir.

Ornek: Bir kdyde yasayanlarin %70 inin kendi tarlasina sahip oldugu biliniyor.

a) Bu koyde yasayanlarin %75’inden fazlasinin kendi tarlasina sahip olmasi olasiligi nedir?

b) Bu koyde yasayanlardan kendi tarlasina sahip olanlarin oraninin %55 ile %85 arasinda
olmasi olasilig1 nedir?

a) Ilk olarak P rasgele degiskeninin 6rnekleme dagilimi belirlenmelidir.

E(P) =p = 0.70



p(1—p) 0.70 X 0.30
N 100

Var(P) = =0.0021

olup yukarida verilen bilgilerden P~N (0.70,0.0021) oldugu sdylenebilir. Buna gore istenen

olasilik,
P—-0.70 0.75-0.70
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olarak standart normal dagilim tablosundan bulunur.

b) a) sikkina benzer bi¢imde,

0.55-0.70 < P —0.70 < 0.75 — 0.70)
V/0.0021 = +0.0021  +/0.0021

P(0.55 < P < 0.85) = P(
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olarak hesaplanir.

2.6.Baz1 Ornekleme Dagihmlari

2.6.1.Ki—kare (x?) Dagilim

Istatistik uygulamalarinda sik¢a kullanilan bu dagilim aslinda gamma dagilimmin 6zel bir

halidir. Gamma dagiliminda parametreler, a = %, B = 2 olarak almirsa bu v serbestlik

dereceli bir ki-kare dagilimi olur. X rastgele degiskeni serbestlik derecesi v olan bir ki-kare

dagilimina sahip ise yogunluk fonksiyonu;

f(x) = mxv/flex/z, x>0



bigimindedir ve X~ 2 ile gosterilir. Bu durumda X rastgele degiskeninin beklenen degeri,

ve varyanslt

olur.

2.6.1.1.Ki-kare dagilimina uyan bazi rastgele degiskenler

e X~N(u,0%) dagilimma uyan bir rastgele degisken olmak iizere Z =Xf:# rastgele

degiskeninin N(0,1) dagilimina sahiptir. Bu durumda,

X — \2
z=(=")

olur.

e X,,X, .., X, rastgele degiskenleri N(u,0?) dagilimina sahip rastgele degiskenlerin bir

dizisi olmak fiizere,

ile gosterilirse,

olur.



e X,,X,,..,X, rastgele degiskenleri N(u,0?) dagilimma sahip rastgele degiskenlerin bir

dizisi olmak flizere,
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olur. Yani X4, X5, ..., X,~N(u,c?) ise

i=1(Xi = X)?
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dir.

2.6.2. t Dagilim

Z, ortalamasi 0, varyansi 1 olan standart normal dagilima sahip bir rastgele degisken, X’de

serbestlik derecesi v olan Ki-kare dagilimima sahip bir rastgele degisken olsun. Z ile X

birbirinden bagimsiz olmak {izere;

Sl

seklinde tanimlanan T rastgele degiskeni serbestlik derecesi v olan t dagilimina sahip bir
rastgele degiskendir. Serbestlik derecesi v olan t dagilimina sahip rastgele degiskenin olasilik

yogunluk fonksiyonu,

) —(v+1)/2
(1+t—) ,—o0 < t < oo,

v
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bi¢iminde yazilir.

t —dagilimi1 normal dagilim gibi ortalamaya gore simetrik bir dagilimdir, serbestlik derecesi

arttik¢a standart normal dagilima yakinlasir.



2.6.3.F Dagilhm

U ve V sirasiyla v; ve v, serbestlik dereceleri ile ki-kare dagilimina sahip birbirinden

bagimsiz iki rastgele degisken olmak {izere,
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rastgele degiskeni vy, v, serbestlik dereceli F dagilimina sahip bir rastgele degiskendir ve

yogunluk fonksiyonu,

~ F((V1+v2)/2) . V1/2 fV1—2/2
ff) = F(VZ/Z)F(Vl/Z)( ) e (ﬂ)f](vﬁm/z

v2
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va
biciminde gosterilir.

2.6.3.1.F dagilimu ile ilgili cesitli 6zellikler:
1) X~F (v1,v5) ise 1/ ~F (v,,v,) dir.

2) X~t(v) ise X2~F(1,v) dir.

3) X~F(vy,v,) ise E, =—1  dir.
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