REGRESYON

Iki ya da daha ¢ok degiskenin yer aldig1 istatistiksel modellerde genellikle sebep-sonug iliskisi iizerinde
durulur. Yani, degiskenlerden biri ya da bir kaginin, diger bir ya da birka¢ degiskeni ne dlgiide etkiledigi
incelenir. Eger degiskenler arsinda iliski varsa, iligkinin derecesi ve fonksiyonel sekli belirlenmeye ¢alisilir.
llgilenilen olay: tammlayan rasgele degisken bagimli degisken, bu olayla ilgili ya da olay: etkileyen ise
bagimsiz degisken olarak tanimlamir. Y ile bagimli degisken, X ile bagimsiz degisken gosterilmek
iizere, iki yada daha ¢ok degisken arasindaki iligskinin yapisi regresyon ¢oziimlemesi, iliskinin yonii
ve derecesi ise korelasyon ¢oziimlemesi ile incelenir.

Basit Dogrusal Regresyon Coziimlemesi

X, (X,...,X,) degerlerini alan ve Y,(Y,,...,Y,) degerlerini alan iki rasgele degisken olsun. Bu iKi

degisken arasindaki iliski, dogrusal regresyon ¢oziimlemesi ile incelenebilir.

X rasgele degigkeni haftalik ¢aligma saatini, Y rasgele degiskeni 6grencinin basarisini gdstermek
tizere N tane 6grencinin haftalik calisma saatleri ile notlart (X, Y,),(X,,¥,),....(X,,y,) ikilileri ile
gozlensin. Bu ikililerin koordinat diizlemi {izerinde serpilme diyagramlar ¢izilerek bu verilere nasil
bir egrinin uydugu goriilebilir. Eger haftalik calisma saati artik¢a, basarinin da artacag: diistiniiliirse
bu iki degisken arasinda dogrusal bir iliski vardir denir.

A

y

X ile Y arasindaki gercek baginti,
Y=4+BX+¢
dogru denklemi ile gosterilir.

B, : dogrunun Yy eksenini kestigi nokta
B, dogrunun egimi B, ve B, bilinmeyen regresyon katsayilaridir
& . gercek hata

Kitleden secilen N birimlik 6rneklem i¢in dogrusal regresyon denklemi,

yi :b0+b1Xj +ej, J =12,..,n

bigiminde tamimlanir. Bilinen (verilen) bir x; degeri i¢in y; degeri tahmin edilir. Tahmini dogrusal

regresyon denklemi,



Y =b, +blxj, j=12,...,n
ile gosterilir. Genel olarak,

y=b, +bx ——— Budenkleme X iizerinde Y nin regresyonu denir.

y =b, +b,x regresyon dogrusu E (Y |X ) = B, + B X kitle regresyon dogrusunun bir tahmindir.

Y, : . gozleme iligkin ger¢ek y degeri

y;:J. gozleme iliskin y;’ nin tahmin degeri

X; 1 J. gozleme iliskin bagimsiz degiskenin alacagi deger

b, : B, 1n tahmini (regresyon dogrusunun Yy eksenini kestigi noktay1 gosterir)
b, : B’ in tahmini(regresyon katsayisidir, dogrunun egimini gosterir)

€, J. gbzlemin hata terimidir, €; =y; -y;, e~N (0, 02)

B, ve S, Parametreleri icin En Kiiciik Kareler Tahmin Edicileri

A

y:bo+b1X

v

X; Xy X3 X X

2.8 =2y, =y =2 (y; b ~bx;)’
j=t =1 j=1

n
min Z ej? — » Hata kareleri toplaminin minimum olmasi istenir
=1

abo =1

>y, =nby+b > %, (1)

= =1

e

2 — 23 'x (y, —b,—bx.)=0
abl = J(yj 0 bl j)



n
(1yi —z X; , (2) N ile ¢arpilip toplanirsa,
=i

_ijzn:yj :—nboznlxj —bl(zn:xj)

j=1 j=1

n n n
N> X;y; =hby > x;+nb D> x;
= j=1 j=1

2
Y XY, =2 %Y =nb12Xf—b1[ZXj]
=1 i1 =1 '

b (03 - (Xx)) )

n n n n inzyi
N XY =2 X0 Y DXy =
b, = =1 = = n
ny X —(Q_x)’ o Oxy
= =t 2 _ =

(1) denkleminden,
2. Y =B x; = nb,
j=1 j=1

2 XX

bozjzln _bljzln :9_b1)_(:>b0=9_b1)_(

olarak bulunur.
y= bo + blx

b, > 0= iki degisken birlikte artiyor yada birlikte azaliyor
b, < 0= degiskenlerden biri artarken digeri azalryor

Aciklanan ve A¢iklanamayan Degisim

Parametrelerle ilgili sonug ¢ikarimina gegmeden dnce regresyon analizinin varsayimlarit gézden gegirilsin,

Varsayim 1. X ve Y arasinda dogrusal bir iliski oldugunda verilen her x; degeri i¢in £ hata terimi

ortalamas1 O olan bir rastgele degiskendir. Yani E(z;) = 0°dur.

Varsaymm 2. Verilen her x; degeri igin £; hata terimlerinin varyansi aynidir. Yani, Var(s;) = ¥ dir.



Varsayim 3. Hatalar birbirinden bagimsizdir.

Varsaymm 4. Verilen her x; degeri igin £ hata teriminin dagilimi normaldir. Yani &; ~N(0, %) dir.

En kiiciik kareler yontemi ile model parametreleri tahmin edildikten sonra artiklar model hatalarinin
gerceklesmis degerleri olarak goriildiigii i¢in bu artik degerler kullanilarak sabit varyans ve iligkisiz hata
varsayimlarinin sinanmasi, artiklarim bu dzelliklere sahip bir dagilimdan alinan rastgele 6rneklem olup
olmadiginin incelenmesi gerekir. Varsayimlarin agik¢a bozulumu, kararsiz bir modeli ortaya gikarabilir.

Bundan kag¢inmak i¢in artik analizi yapilmalidir.

Parametrelerle ilgili sonu¢ ¢ikarimi yapabilmek i¢cin “aciklanan degisim” ve “aciklanamayan degisim”

kavramlarina bakilsin.

Y

Grafik. Regresyon dogrusu etrafindaki degisim

1) Orneklem ortalamasi etrafindaki degerlerin degisimi

n -
Z(y i y)? : toplam degisim yada genel kareler toplami (GnKT)
i1

2) Regresyon dogrusu etrafindaki degisim

n
Z (v, — Y; )2 :aciklanamayan degisim yada hata kareler toplam1 (HKT)
=1



3) Ortalama etrafindaki tahmini degerlerin degisimi

n —_
Z (y i y)2 :agiklanan degisim yada regresyon kareler toplami (RKT)
j=1

i(yi —y)? =i(yi -y, +i(yi -y’

Toplam degisim=Aciklanamayan degisim+Aciklanan degisim

GnNKT=HKT+RKT

n n

N 3 ;ij—lyj 2
Ly Oy
GNKT=>y? -3 RKT =12 - , HKT =GnKT —RKT
" Qox)?
n ]
>
=i n

Ry=2-1=2,Gny, =n-1H, =Gn, -R, =n-1-1=n-2

Her bir kare toplaminin kendi serbestlik derecesine boliimii ile kareler ortalamalar1 bulunur.

RKO = RKT :E =RKT
sd
HKT  HKT 2 2 X iizerinde Y nin regresyon dogrusunun
HKO = H - N—2 =S"=0 varyansinin yansiz tahmin edicisi
sd

Belirtme Katsayisi

Belirtme katsayist aciklanan degisimin toplam degisime oranidir. Bagimsiz degiskeninin bagiml
degiskendeki degisimin yiizde kagini acikladigini gosterir. R” ile gosterilir.

R2 _ Aciklanan Degisim  RKT
Toplam Degisim GnKT

1— R? :toplam degisimin agiklanamayan yiizdesi



Basit Dogrusal Regresyonda Hipotez Testleri

B, icin Hipotez Testi

y:ﬂ0+ﬂlx

1) Ho :ﬁ1 ::Bl,o
H,: 5 ¢ﬂ1,o

&; ~N(0,0°) oldugu biliniyor. Buna gére, y; =3, + X, +&; olup y; ~ N(B,+ x;,0°) dir.

o’ )

b~ N, ——
Z(Xi _X)Z

2) H, hipotezinin dogrulugu altinda test istatistigi;

bl B 181,0

t =
" S

, S, > Dby in standart hatasi, S, =
by

3) [t,| >t, ise H, rededilir (t, =t, (/2,n-2)).
B, icin Hipotez Testi

1) Ho :/Bo :ﬂo,o
H,: 5 iﬂo,o

2) H, hipotezinin dogrulugu altinda test istatistigi;

—2
b. —
=2 Poo , S— b, in standart hatas, S, = HKO(l+nX—)

> HD ="

3) [ty| >t, ise H, red edilir (t, =t, (/2,n—2)).

t,

Regresyon Dogrusunun Anlamhilik Testi

1) H,: B, =0 (Regresyon dogrusu 6nemsizdir)
H,: B, #0 (Regresyon dogrusu 6nemlidir)




3) [ty| >t, ise H, red edilir (t, =t, (/2,n—2)).

H, hipotezi red edildiginde regresyon dogrusunun anlamli oldugu sdylenebilir. H, hipotezi red

edilemediginde regresyon dogrusu anlamsizdir. iki degisken arasinda dogrusal bir iliski olmadig: soylenir.
Bu hipotez F testi ile de (varyans ¢oziimlemesi) yapilabilir.

F Testi

“ Deneysel noktalarin dogrusal regresyona uyumu 6nemsizdir” ya da “Deneysel noktalar regresyon dogrusu
ile gosterilemez” seklinde yorumlanabilen H, hipotezi, H, : 4 =0 olarak kurulur.

1) H02ﬂ1=0
H,:8#0

2) Bu hipotezi test etmek amaciyla varyans analizi tablosu hazirlanir.

Degisim Serbestlik Kareler Toplami1 Kareler Ortalamasi Test
Kaynaklari Derecesi (KT) (KO)
(DK) (Sd)
Regresyon 1 RKT RKO = RKT/1
F_ RKO
Regresyondan | n—2 HKT =GnKT —RKT HKO = HKT/n-2 " HKO
ayrilis
Toplam n-1 GnKT -

3) K, >F(a,L,n-2) ise H, hipotezi red edilir.

Basit Dogrusal Regresyonda Aralik Tahmini

g; ~N(0, o)

ﬂl_ﬁ1~t ﬂo_ﬂo

S n-2 S
I‘n Bo

tn—2

1. g, icin Giiven arahg

P, -tS, <B <b+tS,)=1-«a
t =t (a/2,n-2)

2. f, icin Giiven arahg

P(b, -tS, <A <b,+tS,)=1-a
t=t(e/2,n-2)



3. Bilinen bir X, degerine karsilik y degerinin ortalamasi igin giiven aralig1 verilebilir. X, bilindiginde Yy

degerinin ortalamasim tanimlayan ifade E(Y |X0) ile gosterilir. Buna gore, E(Y |Xo) icin giiven araligi;

P(y, —ESYO <E(Y %) <Y, +ttSyo) =l-a
Y, =b, +b,x, dan hesaplanan degerdir.

S = HKO(1+M) t =t (a/2,n-2)

n —_—

) i Z(Xi _X)2

4. Bilinen bir X, degerine karsilik Yy nin yeni ya da gelecekteki degerini tahmin etmek regresyon
¢oziimlemesinde dnemlidir. X rasgele degiskeninin X, gibi bir degeri verildiginde Y rasgele degiskeninin
Y, gibi 6zel bir degeri i¢in aralik tahmini verilebilir.

(Yo —Y,) rasgele degiskeni ortalamast sifir, standart sapmasi Sy , olan normal dagilima sahiptir.
0~ Yo

__2
s = [Hko@sLs =X

Yo—Yo n

D ICER

Yo’ 1n giiven araligy;

P(Yo _ttsyo—yo <Y<Y, +t[8y0_y0) =l-a

Yo :b0+b1X0
t=t(e/2,n-2)



