
1. FONKS·IYON D·IZ·ILER·IN·IN NOKTASAL VE DÜZGÜN YAKINSAKLI¼GI

Tan¬m 1. (Fonksiyon Dizileri) A � R olmak üzere, A üzerinde tan¬ml¬, reel de¼gerli bütün

fonksiyonlar¬n kümesi F (A) olsun. Buna göre,

s : N! F (A)

: n! s (n) = fn

şeklinde tan¬mlanan fonksiyona A üzerinde tan¬ml¬fonksiyonlar¬n bir dizisi denir ve s = (fn)

ile gösterilir.

Tan¬m 2. (Noktasal Yak¬nsakl¬k) A � R , fn : A! R bir fonksiyon dizisi olsun. A kümesi

üzerinde (fn) fonksiyon dizisinin bir f : A ! R fonksiyonuna noktasal yak¬nsak olmas¬için

gerek ve yeter şart her " > 0, her bir x 2 A için 9 n0 = n0 ("; x) vard¬r öyle ki 8 n > n0 için

jfn (x)� f (x)j < " olmas¬d¬r. Bu durumda, A üzerinde fn ! f (noktasal) veya sadece fn ! f

yaz¬l¬r. Hatta her x 2 A için lim
n!1

fn (x) = f (x) yaz¬l¬r. Bu durumda her x 2 A için (fn (x))

dizisi yak¬nsakt¬r.

Örnek 1. [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde fn (x) =
xn

n
şeklinde tan¬mlanan (fn) dizisi, f (x) = 0 şeklinde

tan¬mlanan f fonksiyonuna

noktasal yak¬nsak m¬d¬r ? Gösteriniz.

Çözüm. " > 0 say¬s¬verilsin ve x 2 [0; 1] olsun. Her x 2 [0; 1] için

jfn (x)� f (x)j =
����xnn � 0

����
=

����xnn
����

� 1

n
< "

olur. O halde n0 =
1

"
seçilirse, her " > 0 ve her x 2 [0; 1] için 9 n0 =

1

"
vard¬r öyle ki

her n > n0 için jfn (x)� f (x)j �
1

n
<
1

n0
= " gerçeklenir. Dolay¬s¬yla [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde

fn ! f sa¼glan¬r.
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Örnek 2. fn (x) =
x

1 + nx
ile tan¬ml¬fonksiyon dizisinin I = [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde f (x) = 0

ile tan¬ml¬fonksiyona noktasal yak¬nsak oldu¼gunu gösteriniz.

Çözüm. I. Yol

Her x 2 [0; 1] için

lim
n!1

fn (x) = lim
n!1

x

1 + nx
= 0 = f (x)

oldu¼gundan fn ! f = 0 gerçeklenir.

II. Yol

" > 0 alal¬m. Her x 2 (0; 1] için

jfn (x)� f (x)j =
���� x

1 + nx
� 0
����

=
x

1 + nx
< "

olup

x

1 + nx
� " < 0

x� "� "nx
1 + nx

< 0

x� " < "nx

x� "
"x

< n; x 6= 0

elde edilir. Dolay¬s¬yla, Her x 2 (0; 1] için n0 =
x� "
"x

seçilirse, her " > 0 ve her n > n0 için

jfn (x)� f (x)j < " gerçeklenir. x = 0 için ise (fn (0)) = (0; 0; :::; 0; ::) olup her " > 0 ve her

n 2 N için jfn (0)� 0j < " gerçeklendi¼ginden, [0; 1] üzerinde (fn) fonksiyon dizisi, f (x) = 0

şeklinde tan¬ml¬fonksiyona noktasal yak¬nsakt¬r.

Örnek 3. fn : [�1; 0] ! R; fn (x) = xn şeklinde tan¬mlanan (fn) fonksiyon dizisi noktasal

yak¬nsak m¬d¬r ?

Çözüm. Her x 2 (�1; 0] için lim
n!1

xn = 0.

x = �1 için (fn (�1)) = ((�1)n) = (�1; 1;�1; 1; :::) olup bu dizi yak¬nsak de¼gildir.

2



lim
n!1

fn (�1) mevcut olmad¬¼g¬ndan [�1; 0] kümesi üzerinde (fn) fonksiyon dizisi noktasal yak¬n-

sak olamaz.

Tan¬m 3. (Düzgün Yak¬nsakl¬k)

A � R olmak üzere fn : A ! R bir fonksiyon dizisi olsun. (fn) dizisinin, A üzerinde f

fonksiyonuna düzgün yak¬nsak olmas¬ için gerek ve yeter şart her " > 0 için 9 n0 = n0 (")

vard¬r öyle ki her n � n0 ve her x 2 A için jfn (x)� f (x)j < " gerçeklenmesidir. (fn) dizisi

f fonksiyonuna düzgün yak¬nsak ise fn � f şeklinde gösterilir. A kümesi üzerinde düzgün

yak¬nsak olan bir fonksiyon dizisi ayn¬küme üzerinde noktasal yak¬nsakt¬r fakat bu önermenin

tersi do¼gru de¼gildir.

Örnek 4. fn (x) =
cosnx

n3
ile tan¬ml¬fonksiyon dizisi, R üzerinde düzgün yak¬nsak m¬d¬r ?

Gösteriniz.

Çözüm. Her " > 0 ve x 2 R olsun.

jfn (x)� f (x)j =
���cosnx
n3

� 0
��� = jcosnxj

n3
� 1

n3
< "

olup gerekli düzenlemeler yap¬ld¬¼g¬nda

n >
1
3
p
"

bulunur. n0 = 1
3p" seçilirse her " > 0 ve her x 2 R için her n > n0 = n0 (") oldu¼gunda

jfn (x)� f (x)j < " gerçeklenir. O halde R üzerinde fn � f = 0 (düzgün) elde edilir.

Theorem 1. A � R , fn : A ! R ve f : A ! R olsun. (fn) fonksiyon dizisinin, A üzerinde

f fonksiyonuna düzgün yak¬nsak olamas¬için gerek ve yeter koşul lim
n!1

sup
x2A

jfn (x)� f (x)j = 0

olmas¬d¬r.

Örnek 5. fn : R! R; fn (x) = 3x+
7

n2
ba¼g¬nt¬s¬yla verilen fonksiyon dizisi R üzerinde düzgün

yak¬nsak m¬d¬r ? ·Inceleyiniz.

Çözüm. Her x 2 R için

lim
n!1

fn (x) = lim
n!1

�
3x+

7

n2

�
= 3x = f (x)
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olup R üzerinde fn ! f (noktasal) gerçeklenir. Theorem 1 gere¼gince,

sup
x2R

jfn (x)� f (x)j = sup
x2R

����3x+ 7

n2
� 3x

���� = 7

n2

olup

lim
n!1

7

n2
= 0

oldu¼gundan R üzerinde yak¬nsama düzgündür.

Örenk 6. fn (x) =
2nx

1 + n2x2
ile tan¬ml¬fonksiyon dizisi, I = [0; 1] üzerinde düzgün yak¬nsak

m¬d¬r ? Gösteriniz.

Çözüm. Her x 2 [0; 1] için

lim
n!1

fn (x) = lim
n!1

2nx

1 + n2x2
= 0 = f (x)

olup [0; 1] üzerinde fn ! f = 0 (noktasal) gerçeklenir.

Theorem 1 kullan¬larak

cn = maks
x2[0;1]

jfn (x)� f (x)j

= maks
x2[0;1]

���� 2nx

1 + n2x2
� 0
����

= maks
x2[0;1]

�
2nx

1 + n2x2

�

yaz¬labilir. g (x) =
2nx

1 + n2x2
olmak üzere . cn ifadesini bulmak için g (x) fonksiyonunun birinci

türevine bak¬lmal¬d¬r. Buradan

g0 (x) =
2n (1 + n2x2)� 2nx (2n2x)

(1 + n2x2)2

=
2n� 2n3x2

(1 + n2x2)2
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bulunur. g0 (x) = 0 için x =
1

n
2 [0; 1] olarak elde edilir. Dolay¬s¬yla

cn = maks

�
g (0) ; g (1) ; g

�
1

n

��
= maks

�
0;

2n

1 + n2
; 1

�
= 1

olup

lim
n!1

cn = 1

bulunur. Bu ise teorem gere¼gince verilen fonksiyon dizisinin I kümesi üzerinde düzgün yak¬nsak

olmad¬¼g¬n¬gösterir.

Sonuç 1. (fk) dizisi bir A üzerinde bir f fonksiyonuna düzgün yak¬nsak de¼gildir () 9 " > 0

ve (fk) dizisinin bir (fnk) altdizisi ile terimleri A kümesinden al¬nan bir (xk) dizisi vard¬r ki

öyleki

jfnk (xk)� f (xk)j � "

gerçeklenir.

Örenk 7. fn (x) =
�x
n

�
dizisi R üzerinde düzgün yak¬nsak m¬d¬r ?

Çözüm. Her x 2 R

lim
n!1

fn (x) = lim
n!1

x

n
= 0 = f (x)

olupfn ! f (noktasal) sa¼glan¬r. nk = k ve xk = k olsun. " =
1

2
seçilirse, fnk (x) = fn (x) olup

Sonuç 1 gere¼gince

jfnk (xk)� f (xk)j = jfk (k)� 0j =
����kk � 0

���� = 1 > 1

2

oldu¼gundan yak¬nsama düzgün de¼gildir.

5


