1. FONKSIiYON DIiZIiLERININ NOKTASAL VE DUZGUN YAKINSAKLIGI

Tanim 1. (Fonksiyon Dizileri) A C R olmak iizere, A iizerinde tanimli, reel degerli biitiin

fonksiyonlarin kiimesi F' (A) olsun. Buna gore,

s : N— F(A)

n—s(n)=f,

seklinde tamimlanan fonksiyona A iizerinde tammh fonksiyonlarin bir dizisi denir ve s = (f,,)

ile gosterilir.

Tanim 2. (Noktasal Yakinsaklik) A C R, f, : A — R bir fonksiyon dizisi olsun. A kiimesi
tizerinde (f,,) fonksiyon dizisinin bir f : A — R fonksiyonuna noktasal yakinsak olmasi i¢in
gerek ve yeter sart her € > 0, her bir z € A igin 3 ng = ng (¢, ) vardir 6yle ki V n > ng igin
|fn (x) — f ()] < € olmasidir. Bu durumda, A iizerinde f,, — f (noktasal) veya sadece f, — f
yazilir. Hatta her z € A igin nh_)ngo fn () = f (z) yazahir. Bu durumda her x € A igin (f, (x))

dizisi yakinsaktir.

Ornek 1. [0,1] arahg iizerinde f, (z) = = seklinde tanimlanan (f,,) dizisi, f (z) = 0 seklinde
n
tamimlanan f fonksiyonuna

noktasal yakinsak midir 7 Gosteriniz.

Coziim. ¢ > 0 sayist verilsin ve = € [0, 1] olsun. Her z € [0, 1] igin

:L,n
= f@l = |5 =0
n
n
1
< —<e
n
. . 1 .
olur. O halde ng = — segilirse, her ¢ > 0 ve her x € [0,1] i¢in 3 ng = — vardir yle ki
5 5
1 1
her n > ng icin |f, (x) — f (z)] < = < — = ¢ gergeklenir. Dolayisiyla [0, 1] araligy tizerinde
n Un

fn — f saglanir.



Ornek 2. f, (z) = ‘ ile tanimli fonksiyon dizisinin I = |0, 1] aralig: iizerinde f (x) = 0
1+ nx &

ile tanmimli fonksiyona noktasal yakinsak oldugunu gosteriniz.

Coziim. 1. Yol

Her x € [0,1] i¢in

x
]_' n = 1 = O frd
oldugundan f, — f = 0 gergeklenir.
IT. Yol
e > 0 alahm. Her z € (0,1] igin
x
n - - -0
@) =@ = |50
= z <e€
- 14nz
olup
—c < 0
1+ nz c
r—e€—enx 0
1+nx

r—e < E&nx

Tr — €

< n, x#0

ET

elde edilir. Dolayisiyla, Her z € (0, 1] igin ng = i secilirse, her € > 0 ve her n > ng icin
e

|fn (x) — f (2)] < € gergeklenir. = = 0 igin ise (f, (0)) = (0,0,...,0,..) olup her € > 0 ve her

n € N igin |f, (0) — 0] < e gergeklendiginden, [0, 1] iizerinde (f,,) fonksiyon dizisi, f () = 0

seklinde taniml fonksiyona noktasal yakinsaktir.

Ornek 3. f, :[-1,0] = R, f,(z) = 2" seklinde tammlanan (f,) fonksiyon dizisi noktasal

yakinsak midir 7

Coziim. Her z € (—1,0] i¢in lim 2™ = 0.

n—o0

x=—1ign (f, (1)) = ((-1)") = (-1,1,-1,1,...) olup bu dizi yakinsak degildir.



lim f,, (—1) mevcut olmadigindan [—1, 0] kiimesi iizerinde (f,,) fonksiyon dizisi noktasal yakin-

n—oo

sak olamaz.
Tanim 3. (Diizgiin Yakinsaklik)

A C R olmak iizere f, : A — R bir fonksiyon dizisi olsun. (f,) dizisinin, A iizerinde f
fonksiyonuna diizgiin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart her ¢ > 0 igin 3 ng = ng (¢)
vardir 6yle ki her n > ny ve her z € A igin |f, (z) — f (x)] < € gergeklenmesidir. (f,) dizisi
f fonksiyonuna diizgiin yakinsak ise f, = f seklinde gosterilir. A kiimesi iizerinde diizgiin
yakinsak olan bir fonksiyon dizisi ayni kiime iizerinde noktasal yakinsaktir fakat bu énermenin
tersi dogru degildir.

cosnx

Ornek 4. f,(r) = 3

ile taniml fonksiyon dizisi, R iizerinde diizgiin yakinsak midir ?

Gosteriniz.

Coziim. Her € > 0 ve x € R olsun.

COS N lcosnx| 1
(@)= f @) = |5 0| = 8 < — < e
olup gerekli diizenlemeler yapildiginda
1
n>-—

bulunur. ng = éé secilirse her ¢ > 0 ve her x € R igin her n > ng = ng () oldugunda

|fn (x) — f ()] < & gergeklenir. O halde R iizerinde f, = f = 0 (diizgiin) elde edilir.

Theorem 1. ACR, f,: A—Rve f: A— R olsun. (f,) fonksiyon dizisinin, A iizerinde
f fonksiyonuna diizgiin yakinsak olamasi igin gerek ve yeter kosul lim sup |f, () — f (z)| =0
n—=0zcA

olmasidir.

e 7
Ornek 5. f, R — R, f,(x) =3x+ — bagmtisiyla verilen fonksiyon dizisi R tizerinde diizgiin
n

yakinsak mudir ? Inceleyiniz.

Coziim. Her x € R icin

n—oo n—oo

lim f, (z) = lim (3x + %) =3z = f ()

3



olup R iizerinde f,, — f (noktasal) gergeklenir. Theorem 1 geregince,

7 7
- (x) — - 324 — — 3zl = =
ilelﬂglf (z) = f(z)] Sup T+ =3 =
olup
¢
e =0

oldugundan R iizerinde yakinsama diizgiindiir.

2nx
1+ n2x2

Orenk 6. f, () =

ile tamimh fonksiyon dizisi, I = [0, 1] iizerinde diizgiin yakinsak

mudir 7 Gosteriniz.

Coziim. Her z € [0,1] i¢in

olup [0, 1] iizerinde f,, — f = 0 (noktasal) gergeklenir.

Theorem 1 kullamilarak

Cn = maks |f, (v) = f (z)]

z€[0,1]

2nx
= maks|——— —
zef0,1] | 1 + n2z?

i 2nx
= maks{ ———
z€0,1] | 1 + n2a2

2nx
BRI olmak iizere . ¢, ifadesini bulmak i¢in ¢ () fonksiyonunun birinci
n2x

tiirevine bakilmalidir. Buradan

yazilabilir. g (x)

2n (1 + n?z?) — 2nzx (2n’x)

g (r) =

(1 + n2z2)’
B o2n — 2n3z?
(14 n2a?)?



1
bulunur. ¢’ () = 0 igin x = — € [0, 1] olarak elde edilir. Dolayisiyla
n

1 2
¢n = maks {g(()),g(l),g (5)} :mak‘s{O,rnTﬂ,l} =1

olup

lime, =1

n—o0

bulunur. Bu ise teorem geregince verilen fonksiyon dizisinin I kiimesi iizerinde diizgiin yakinsak

olmadigini gosterir.

Sonug 1. (fy) dizisi bir A {izerinde bir f fonksiyonuna diizgiin yakinsak degildir <= 3¢ > 0
ve (fi) dizisinin bir (f,,) altdizisi ile terimleri A kiimesinden alman bir () dizisi vardir ki

oyleki
o (@) = f ()] 2 €
gerceklenir.
Orenk 7. f, (z) = (£> dizisi R iizerinde diizgiin yakinsak midir ?
n

Coziim. Her x € R

1
olupf, — f (noktasal) saglanir. nj, = k ve z;, = k olsun. ¢ = 5 secilirse, f,, () = f, (z) olup

Sonug 1 geregince

o (@) = £ (0] = [fe (k) — 0] = '%—0‘ .

oldugundan yakinsama diizgiin degildir.



