
3. FONKS·IYON D·IZ·ILER·IN·IN NOKTASAL VE DÜZGÜN YAKINSAKLI¼GI

Teorem 1. Her n için fn fonksiyonlar¬ sürekli ve I üzerinde fn ! f (noktasal) olsun. I

kümesi üzerinde fn � f (düzgün) ise ayn¬küme üzerinde f limit fonksiyonu da süreklidir.

Örnek 1. fn (x) =
n2x2

n2x2 + 4
eşitli¼gi ile tan¬mlanan (fn) dizisi, R üzerinde düzgün yak¬nsak

m¬d¬r ?

Çözüm.

lim
n!1

fn (x) =

8>>><>>>:
0 ; x = 0

1 ; x 6= 0

= f (x)

olup, R üzerinde (fn) dizisi, f fonksiyonuna noktasal yak¬nsakt¬r. Ancak f fonksiyonu x = 0

noktas¬nda süreksizdir. Dolay¬s¬yla Theorem 1 gere¼gince yak¬nsama düzgün olamaz.

Örnek 2. f : [0; 1]! R; fn (x) =
2nx

5 + nx
ile verilen (fn) fonksiyon dizisi [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde

a) Noktasal yak¬nsak m¬d¬r ?

b) Düzgün yak¬nsak m¬d¬r ?

Çözüm. a)

lim
n!1

fn (x) =

8>>><>>>:
0 ; x = 0

2 ; x 6= 0

= f (x)

olup [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde fn ! f (noktasal) gerçeklenir.

b) f fonksiyonu x = 0 noktas¬nda süreksiz oldu¼gundan I = [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde (fn) fonksiyon

dizisi f fonksiyonuna düzgün yak¬nsak de¼gildir.

Tan¬m 1. (Düzgün Cauchy Dizisi) (fn), A üzerinde tan¬ml¬fonksiyonlar¬n bir dizisi olsun.

E¼ger her " > 0 say¬s¬na kaŗs¬l¬k, her m;n � 0 ve her x 2 A için jfn (x)� fm (x)j < " olacak

biçimde bir n0 = n0 (") > 0 say¬s¬varsa (fn), A üzerinde bir düzgün Cauchy dizisidir denir.

Teorem 2. (fn) fonksiyon dizisinin, A kümesi üzerinde düzgün Cauchy dizisi olmas¬için gerek

ve yeter koşul (fn) dizisinin, A kümesi üzerinde düzgün yak¬nsak olmas¬d¬r.
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Teorem 3. (Dini Teoremi) (fn) dizisi, kapal¬ve s¬n¬rl¬[a; b] aral¬¼g¬üzerinde sürekli ve reel

de¼gerli fonksiyonlar¬n bir dizisi olsun. (fn), sürekli bir f fonksiyonuna noktasal yak¬nsak ve

herbir x 2 [a; b] için (fn (x)) reel terimli dizisi monoton azalan veya artan ise, (fn) dizisi [a; b]

üzerinde düzgün yak¬nsakt¬r.

Teorem 4. (fn) dizisi, I aral¬¼g¬nda f fonksiyonuna düzgün yak¬nsak ve her bir fn, I üzerinde

sürekli olsun. Bu taktirde

Fn (x) =

Z x

c

fn (t) dt

eşitli¼gi ile tan¬mlanan (Fn) dizisi

F (x) =

Z x

c

f (t) dt

şeklinde tan¬ml¬F fonksiyonuna düzgün yak¬nsakt¬r.

Örnek 3. Fn (x) =
ln (1 + n3x2)

n2
şeklinde tan¬mlanan (Fn) dizisinin [0; 1] üzerinde düzgün

yak¬nsak oldu¼gunu gösteriniz.

Çözüm. Teorem 4 kullan¬larak

d

dx
Fn (x) = F

0
n (x) =

2nx

1 + n3x2
= fn (x)

yaz¬l¬r. Her bir fn; [0; 1] üzerinde süreklidir ve (fn)� f = 0 (d�uzg�un) gerçeklenir. Gerçekten,

Her x 2 [0; 1] için

lim
n!1

fn (x) = lim
n!1

2nx

1 + n3x2
= 0 = f (x)

olup fn ! f = 0 (noktasal). Buradan

cn = sup
x2[0;1]

���� 2nx

1 + n3x2
� 0
���� = maksx2[0;1]

�
2nx

1 + n3x2

�

olur.

g (x) =
2nx

1 + n3x2
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olmak üzere g (0) = 0; g(1) =
2n

1 + n3
ve n sabit olmak üzere

g0 (x) =
2n (1 + n3x2)� 2nx (2n3x)

(1 + n3x2)2

olup g0 (x) = 0) x = n
�3
2 2 [0; 1] yaz¬l¬r. g

�
n
�3
2

�
=

2n 1

n
3
2

1 + n3 1
n3

=
1p
n
olaca¼g¬ndan

cn = maksf0;
2n

1 + n3
;
1p
n
g 1p
n
=! 0, (n!1)

olup fn � f = 0 (d�uzg�un) elde edilir. Teorem 4 kullan¬larak, (Fn) dizisinin F (x) =
xZ
0

f (t) dt = 0 fonksiyonuna düzgün yak¬nsakl¬¼g¬elde edilir.

Tan¬m 1. (Düzgün S¬n¬rl¬l¬k): (fn), A üzerinde düzgün s¬n¬rl¬d¬r gerek ve yeter koşul her

n 2 N ve her x 2 A için jfn (x)j �M olacak şekilde bir M say¬s¬vard¬r.

Örnek 4. fn (x) =
nx2

1 + n2x2
ile tan¬ml¬fonksiyon dizisi, R�de düzgün s¬n¬rl¬m¬d¬r ?

Çözüm. Her x 2 R ve her n 2 N için

jfn (x)j =
���� nx2

1 + n2x2

����
=

nx2

1 + n2x2

<
n

n2 + 1
x2

<
n

n2

=
1

n
< 1

olup her x 2 R ve her n 2 N için jfn (x)j < 1 olacak biçimde M = 1 oldu¼gundan (fn) düzgün

s¬n¬rl¬d¬r.
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