3. FONKSIYON DIiZIiLERININ NOKTASAL VE DUZGUN YAKINSAKLIGI

Teorem 1. Her n igin f, fonksiyonlar siirekli ve I iizerinde f,, — f (noktasal) olsun. [
kiimesi iizerinde f,, = f (diizgiin) ise aym kiime iizerinde f limit fonksiyonu da siireklidir.

2,.2

Ornek 1. f,(z) = A esitligi ile tanimlanan (f,) dizisi, R iizerinde diizgiin yakinsak
midir ?
Coziim.
0, =20
lim f, (z) = = f(z)
1, 2 # 0

olup, R iizerinde (f,) dizisi, f fonksiyonuna noktasal yakinsaktir. Ancak f fonksiyonu z = 0

noktasinda siireksizdir. Dolayisiyla Theorem 1 geregince yakinsama diizgiin olamaz.

. 2
Ornek 2. f:[0,1] = R, f,(x) = E _:_m ile verilen (f,,) fonksiyon dizisi [0, 1] aralig: iizerinde
nx

a) Noktasal yakinsak midir ?
b) Diizgiin yakinsak midir ?
Coziim. a)

0, z =20

lim fy (z) = = (@)
2 .z # 0

olup [0, 1] aralig iizerinde f,, — f (noktasal) gercgeklenir.

b) f fonksiyonu x = 0 noktasinda siireksiz oldugundan I = [0, 1] araligh iizerinde ( f,,) fonksiyon

dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsak degildir.

Tanim 1. (Diizgiin Cauchy Dizisi) (f,), A iizerinde tamimh fonksiyonlarin bir dizisi olsun.
Eger her € > 0 sayisina karsilik, her m,n > 0 ve her x € A i¢in |f, (z) — f ()| < € olacak

bigimde bir ng = ng () > 0 sayis1 varsa (f,), A iizerinde bir diizgiin Cauchy dizisidir denir.

Teorem 2. (f,,) fonksiyon dizisinin, A kiimesi iizerinde diizgiin Cauchy dizisi olmasi igin gerek

ve yeter kosul (f,) dizisinin, A kiimesi {izerinde diizgiin yakinsak olmasidir.
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Teorem 3. (Dini Teoremi) (f,,) dizisi, kapali ve sinirh [a, b] aralig1 iizerinde siirekli ve reel
degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. (f,,), siirekli bir f fonksiyonuna noktasal yakinsak ve
herbir x € [a, b] i¢in (f,, (x)) reel terimli dizisi monoton azalan veya artan ise, (f,,) dizisi [a, b]

iizerinde diizgiin yakinsaktir.

Teorem 4. (f,) dizisi, I arahiginda f fonksiyonuna diizgiin yakinsak ve her bir f,, I iizerinde

stirekli olsun. Bu taktirde

F, (z) = /Ifn (1) dt

esitligi ile tammmlanan (F,,) dizisi

F(m):/wf(t)dt

seklinde tanimh F' fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir.

In (1 + n32?)
)

Ornek 3. F,(z) =

seklinde tanmmlanan (F),) dizisinin [0, 1] tizerinde diizgiin

yakinsak oldugunu gosteriniz.

Coziim. Teorem 4 kullanmilarak

d 2nx

@Fn (2) = F, (v) = 11 nia? = fn ()

yazalir. Her bir f,,, [0, 1] iizerinde siireklidir ve (f,,) = f = 0 (diizgiin) gergeklenir. Gergekten,

Her x € [0,1] i¢in

olup f, — f =0 (noktasal). Buradan

o2nx —O':ma/{:s{ o2nx }

Cp = SUp |——
P 1+ n3z? ze[0,1] | 1 + ndx2

z€]0,1]

olur.



olmak iizere g (0) =0, g(1) = ve n sabit olmak iizere

~ 2n(1+nP2%) — 2nx (2n°x)

/
xrT) =
g (=) (1 + n3z2)?
s _ 2n—y 1
olup ¢’ () =0= 2z =n=2 €|0,1] yazilir. ¢ <n7) =17 7’;;% = NG olacagindan
2 1 1
¢, = maks{0, n } =—0, (n — o0)

olup f, = [ = 0 (diizgiin) elde edilir. Teorem 4 kullamlarak, (F,) dizisinin F (x) =

/ f (t) dt = 0 fonksiyonuna diizgiin yakinsaklhig elde edilir.
0

Tanim 1. (Diizgiin Smirlilik): (f,), A iizerinde diizgiin simirhdir gerek ve yeter kosul her
n € N ve her # € A i¢in | f, ()| < M olacak sekilde bir M sayis1 vardir.
na?

R ile tanimh fonksiyon dizisi, R’ de diizgiin siirh nudir ?
n’x

Ornek 4. f, (z)

Coziim. Her z € R ve her n € N i¢in

[ ()] =

olup her x € R ve her n € N igin |f, (z)| < 1 olacak bigimde M = 1 oldugundan (f,,) diizgiin

sinirhdar.



