
3. DÜZGÜN YAKINSAKLI¼GIN ·INTEGRAL VE TÜREVLE ·IL·IŞK·IS·I

3.1. Düzgün yak¬nsakl¬k ve integral

fn : [a; b]! R ile tan¬ml¬her bir ( fn) Riemann integrallenebilir olsun. Ayr¬ca [a; b] aral¬¼g¬nda

fn ! f (noktasal) olsun.

O halde,

1) f integrallenebilir mi?

2) f integrallenebilir oldu¼gunda

lim
n!1

Z b

a

fn (x) dx =

Z b

a

f (x) dx

yaz¬labilir mi?

Bu bölümde bu soruya cevap aranacak ve yukar¬daki eşitli¼gin ne zaman gerçeklendi¼gi ince-

lenecektir.

Teorem 1. (fn), [a; b] aral¬¼g¬nda integrallenebilir fonksiyonlar¬n bir dizisi ve bu aral¬kta fn � f

(d�uzg�un) olsun. O halde f fonksiyonu da bu aral¬kta integrallenebilir olup

lim
n!1

Z b

a

fn (x) dx =

Z b

a

lim
n!1

fn (x) dx=
Z b

a

f (x) dx

gerçeklenir.

Teorem 1 gösterir ki, düzgün yak¬nsakl¬k alt¬nda limit i̧slemi ve integral i̧slemi yer de¼gi̧stirebilir.

Örnek 1. fn : [0; 1]! R, fn (x) = x2�
x

n
ile tan¬ml¬fonksiyon dizisi düzgün yak¬nsak m¬d¬r ?

lim
n!1

Z 1

0

fn (x) dx =

Z 1

0

lim
n!1

fn (x) dx

eşitli¼gi gerçeklenir mi ?
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Çözüm. Her x 2 [0; 1] için

lim
n!1

�
x2 � x

n

�
= x2 = f (x)

olup, [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde (fn) dizisi, f (x) = x2 ile tan¬ml¬fonksiyona noktasal yak¬nsakt¬r.

Teorem-1�den

cn = maks
x2[0;1]

���x2 � x
n
� x2

��� = maks
x2[0;1]

jxj
n
= maks

x2[0;1]

nx
n

o
=
1

n

olup n!1 için limit al¬n¬rsa

lim
n!1

cn = 0

elde edilir. Dolay¬s¬yla, yak¬nsama düzgündür.

O halde, soruda verilen eşitlik Teorem-1 gere¼gince sa¼glan¬r. Gerçekten, her bir fn, [0; 1]

aral¬¼g¬nda integrallenebilirdir.

lim
n!1

Z 1

0

fn (x) dx = lim
n!1

Z 1

0

�
x2 � x

n

�
dx

=
1

3

olup ayr¬ca Z 1

0

lim
n!1

fn (x) dx =

Z 1

0

x2dx =
1

3

oldu¼gu da elde edilir.

3.2. Düzgün yak¬nsakl¬k ve Türev

Her bir (fn) ; [a; b] aral¬¼g¬nda türevli ve fn � f (d�uzg�un) olsa bile f fonksiyonunun [a; b]

aral¬¼g¬nda türevli olmas¬gerekmez.
d

dx
(limn!1 fn (x)) = limn!1

�
d

dx
fn (x)

�
gerçeklenmek

zorunda de¼gildir.

Teorem-4: I = [a; b] aral¬¼g¬üzerinde fn fonksiyonlar¬sürekli türeve sahip olsun. E¼ger, fn ! f

(noktasal) ve f 0n � g (d�uzg�un) ise g = f 0 olmal¬d¬r.
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Örnek 2. [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde fn (x) =
xn

n
şeklinde tan¬mlanan fonksiyon dizisi için,

a)
�
lim
n!1

fn

�0
(x) = lim

n!1
f 0n (x) eşitli¼gi gerçeklenir mi ?

b) (f 0n) türev dizisi düzgün yak¬nsak m¬d¬r ?

Çözüm: a) Öncelikle
h
lim
n!1

fn (x)
i0
de¼gerini hesaplayal¬m. Her x 2 [0; 1] için

lim
n!1

fn (x) = lim
n!1

xn

n
= 0 = f (x)

olup, [0; 1] aral¬¼g¬nda fn ! f = 0 (noktasal). O halde f (x) = 0 sabit fonksiyondur. Yani

h
lim
n!1

fn (x)
i0
= f 0 (x) = 00 = 0

bulunur. Di¼ger yandan

fn (x) =
xn

n
=) f 0n (x) = x

n+1; x 2 [0; 1]

olaca¼g¬ndan

lim
n!1

f 0n (x) = lim
n!1

xn+1 =

8>>><>>>:
0 ; 0 � x < 1

1 ; x = 1

olarak elde edilir. Dolay¬s¬yla x 2 [0; 1) için (a) ş¬kk¬ndaki eşitlik gerçeklenir. Ancak x = 1 için

gerçeklenmez. Çünkü

0 =
�
lim
n!1

fn

�0
(1) 6= lim

n!1
f 0n (1) = 1.

olarak bulunur.

b) f 0n (x) = x
n+1 türev dizisi düzgün yak¬nsak de¼gildir. Çünkü

lim
n!1

f 0n (x) = lim
n!1

xn+1 =

8>>><>>>:
0 ; 0 � x < 1

1 ; x = 1

= f (x)
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olup [0; 1] aral¬¼g¬nda fn �! f (noktasal) gerçeklenir. Ancak bu f fonksiyonu x = 1 noktas¬nda

süreksiz oldu¼gundan Teorem-2 gere¼gince yak¬nsama düzgün olamaz.
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