3. DUZGUN YAKINSAKLIGIN INTEGRAL VE TUREVLE ILiSKiSi

3.1. Diizgiin yakinsaklik ve integral

fn : [a,b] — R ile tanimlh her bir ( f,) Riemann integrallenebilir olsun. Ayrica [a, b] araliginda

fn — [ (noktasal) olsun.
O halde,
1) f integrallenebilir mi?

2) f integrallenebilir oldugunda

lim fn dx_/f

n—oo
yazilabilir mi?

Bu boéliimde bu soruya cevap aranacak ve yukaridaki esitligin ne zaman gerceklendigi ince-

lenecektir.

Teorem 1. (f,), [a,b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlarin bir dizisi ve bu aralikta f,, = f

(diizgiin) olsun. O halde f fonksiyonu da bu aralikta integrallenebilir olup

b b b
lim fn( )dx:/ lim f, () dx:/ f(z)dx
gerceklenir.

Teorem 1 gosterir ki, diizgiin yakinsaklik altinda limit iglemi ve integral islemi yer degistirebilir.

Ornek 1. f,:[0,1] = R, f, (z) = 2 — il tamml fonksiyon dizisi diizgiin yakisak midir ?
n

lim fn( )dz = /0 lim f, (z)dx

n—oo n—oo

esitligi gerceklenir mi 7



Coziim. Her z € [0,1] i¢in

olup, [0,1] arahig iizerinde (f,) dizisi, f () = x? ile tammh fonksiyona noktasal yakinsaktir.

Teorem-1’ den

x
22T _ 2
n

¢, = maks
z€[0,1]

= maksm = maks {E} = 1

z€[0,1] N z€[0,1] Ln n

olup n — oo i¢in limit alinirsa

lim ¢, =0

n—oo

elde edilir. Dolayisiyla, yakinsama diizgiindiir.

O halde, soruda verilen egitlik Teorem-1 geregince saglanir. Gergekten, her bir f,, [0, 1]

araliginda integrallenebilirdir.

T
1 W (2)de = i 2-2)d
i [ fo(a)de =l [ (o= 2) do
_ 1
-3

olup ayrica

oldugu da elde edilir.
3.2. Diizgiin yakinsaklik ve Tiirev

Her bir (f,),[a,b] araliginda tiirevli ve f,, = f (diizgiin) olsa bile f fonksiyonunun [a, b
araliginda tiirevli olmas1 gerekmez. di (limy, o0 fr (z)) = lim,, o (di fn (m)) gerceklenmek
T x

zorunda degildir.

Teorem-4: [ = [a,b] aralig tizerinde f,, fonksiyonlar siirekli tiireve sahip olsun. Eger, f, — f

(noktasal) ve f! = g (diizgiin) ise g = f" olmahdir.



Ornek 2. [0, 1] aralig1 iizerinde f, (r) = T seklinde tanimlanan fonksiyon dizisi igin,
n

/
a) (hm fn> (x) = lim f] (z) esitligi gergeklenir mi ?
b) (f)) tiirev dizisi diizgiin yakinsak midir ?

Py ,
Coziim: a) Oncelikle [lim fn (:c)} degerini hesaplayalim. Her x € [0, 1] i¢in

n

olup, [0, 1] araliginda f,, — f = 0 (noktasal). O halde f (z) = 0 sabit fonksiyondur. Yani

[lim £ (x)}/ — f'(2) =0 =0

n—oo

bulunur. Diger yandan

fo(@)=—= f (z) =2"", 2 €[0,1]
n
olacagindan
0, 02«1
lim f/ (z) = lim 2" =

olarak elde edilir. Dolayisiyla = € [0,1) i¢in (a) sikkindaki egitlik gergeklenir. Ancak z = 1 igin

gerceklenmez. Ciinkii
/
0= <1im fn> (1) # lim f' (1) = 1.
olarak bulunur.

b) f! (x) = 2™ tiirev dizisi diizgiin yakinsak degildir. Ciinkii

0, 0<x<1

lim f/ () = lim 2" = = f ()

n—oo n—oo



olup [0, 1] araliginda f,, — f (noktasal) gergeklenir. Ancak bu f fonksiyonu x = 1 noktasinda

stireksiz oldugundan Teorem-2 geregince yakinsama diizgiin olamaz.



