
4. FONKS·IYON SER·ILER·IN·IN DÜZGÜN YAKINSAKLI¼GI

Tan¬m 1. D � R, fk : D ! R ve
1X
k=1

fk serisi verilsin. sn = f1 + f2 + : : : fn =
nX
k=1

fk ile

tan¬ml¬(sn) dizisine
1X
k=1

fk serisinin D üzerindeki k¬smi toplamlar dizisi denir. E¼ger (sn) dizisi

D üzerinde düzgün yak¬nsak ise
1X
k=1

fk serisi D üzerinde düzgün yak¬nsakt¬r denir.

Örnek 1.
1X
k=1

1� xk+1
1� x ile tan¬mlanan fonksiyon serisi A =

�
0; 1

2

�
üzerinde düzgün yak¬nsak

m¬d¬r ?

Çözüm.
1X
k=1

1� xk+1
1� x serisi

�
0; 1

2

�
de düzgün yak¬nsak , sn (x) =

nX
k=1

1� xk+1
1� x dizisi

�
0; 1

2

�
de düzgün yak¬nsak olmas¬d¬r.

sn (x) =
nX
k=1

1� xk+1
1� x =

1� x2
1� x +

1� x3
1� x + : : :+

1� xn+1
1� x

=
1

1� x
�
1� x2 + 1� x3 + : : :+ 1� xn+1

�
=

1

1� x
�
n�

�
1 + x+ : : :+ xn�1

��
=

1

1� x

�
n� x21� x

n

1� x

�

fn : [a; b]! R ile tan¬ml¬her bir ( fn) Riemann integrallenebilir olsun. Ayr¬ca [a; b] aral¬¼g¬nda

fn ! f olup her x 2
�
0; 1

2

�
için

lim
n!1

sn (x) = lim
n!1

1

1� x

�
n� x21� x

n

1� x

�
=

1

1� x

�
lim
n!1

n� x2

1� x limn!1 (1� x
n)

�
1

oldu¼gundan (sn) k¬smi toplamlar dizisi noktasal yak¬nsak de¼gildir. O halde
1X
k=1

1� xk+1
1� x serisi

de noktasal yak¬nsak olamaz. Noktasal yak¬nsak de¼gilse, düzgün yak¬nsak da de¼gildir.

Örnek 2.
1X
k=1

xk

2k+1
serisi [0; 1] üzerinde düzgün yak¬nsak m¬d¬r ?
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Çözüm.
1X
k=1

xk

2k+1
serisinin k¬smi toplamlar dizisi yaz¬l¬rsa

sn (x) =
nX
k=1

xk

2k+1
=
x

22
+
x2

23
+ : : :+

xn

2n+1

=
x

4

�
1 +

x

2
+ : : :+

xn�1

2n�1

�
=

x

4

"
1�

�
x
2

�n
1� x

2

#
=

x

4� 2x

h
1�

�x
2

�ni
, x 2 [0; 1]

olup, her x 2 [0; 1] için

lim
n!1

sn (x) = lim
n!1

x

4

"
1�

�
x
2

�n
1� x

2

#
=

x

4

2

2� x
=

x

4� 2x
= s (x)

bulunur. O halde (sn) dizisi, s (x) =
x

4� 2x ile tan¬ml¬fonksiyona noktasal yak¬nsakt¬r. Şimdi

düzgün yak¬nsakl¬¼g¬n¬gösterelim.

cn = maks
x2[0;1]

���� x

4� 2x

h
1�

�x
2

�ni
� x

4� 2x

����
= maks

x2[0;1]

���� x

4� 2x �
�x
2

�n����
= maks

x2[0;1]

�
x

4� 2x
xn

2n

�
= maks

x2[0;1]

�
xn+1

2 (2� x)

�
=

�
1

2

�n+1
! 0; n!1

oldu¼gundan yak¬nsama düzgündür. (sn) k¬smi toplamlar dizisi, [0; 1] üzerinde s (x) =
x

4� 2x

ile tan¬ml¬fonksiyona düzgün yak¬nsak olur. Dolay¬s¬yla,
1X
k=1

1� xk+1
1� x serisi de ayn¬s fonksiy-
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onuna, [0; 1] üzerinde düzgün yak¬nsakt¬r.

Teorem 1. (Weierstrass Testi): Her x 2 A ve her n 2 N için jfn (x)j � an ve
X
n

an <1

olacak şekilde bir (an) dizisi varsa,
X

fn fonksiyon serisi A üzerinde düzgün yak¬nsakt¬r.

Örnek 3. Aşa¼g¬da verilen fonksiyon serilerinin kaŗs¬lar¬nda yaz¬l¬aral¬klar üzerinde düzgün

yak¬nsak olduklar¬n¬gösteriniz.

a)
1X
n=1

(n+ 1) xn, I =

�
�1
2
;
1

2

�

b)
1X
n=1

xn

n!
e�nx, I = [0; 1]

c)
1X
n=1

p
1� x2n
3n

, I = [�1; 1]

Çözüm. a) Verilen fonksiyon serisinin k¬smi toplamlar dizisi

sn (x) =
nX
k=1

(k + 1) xk = 2x+ 3x2 + 4x3 + : : :+ (n+ 1) xn

olup buradan ilerlemek oldukça zordur. Her x 2
�
�1
2
;
1

2

�
için

jfn (x)j = j(n+ 1) xnj

� n+ 1

2n

= an

olaca¼g¬ndan
1X
n=1

an =
1X
n=1

n+ 1

2n
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say¬serisi elde edilir. Oran testinden

lim
n!1

an+1
an

= lim
n!1

n+2
2n+1

n+1
2n

= lim
n!1

n+ 2

2n+1
2n

n+ 1

= lim
n!1

n+ 2

2 (n+ 1)

=
1

2
< 1

olup
1X
n=1

an =
1X
n=1

n+1
2n
serisi yak¬nsakt¬r. O halde Weierstrass Testi gere¼gince verilen fonksiyon

serisi
�
�1
2
;
1

2

�
aral¬¼g¬nda düzgün yak¬nsakt¬r.

b) Her x 2 [0; 1] ve her n 2 N için

jfn (x)j =
����xnn! e�nx

����
� jxjn

n!

� 1

n!

= an

bulunur.
1X
n=1

an =

1X
n=1

1

n!

serisi için

lim
n!1

an+1
an

= lim
n!1

n!

(n+ 1)!

= lim
n!1

1

n+ 1

= 0 < 1

oldu¼gundan
1X
n=1

an =

1X
n=1

1
n!
serisi yak¬nsakt¬r. O halde Weierstrass Testi gere¼gince verilen

fonksiyon serisi [0; 1] aral¬¼g¬nda düzgün yak¬nsakt¬r.
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c) Her x 2 [�1; 1] ve her n 2 N için

jfn (x)j =
����p1� x2n3n

����
=

p
1� x2n
3n

<
1

3n

= an

bulunur.
1X
n=1

an =

1X
n=1

1

3n

serisi
1X
n=1

1

3n
geometrik seri olup, r =

1

3
< 1 oldu¼gundan yak¬nsakt¬r. O halde verilen fonksiyon

serisi, Weierstrass Testi gere¼gince [�1; 1] aral¬¼g¬nda düzgün yak¬nsakt¬r.

Örnek 4.
1X
n=1

sinnx
3
p
n4 + x4

serisi, R üzerinde düzgün yak¬nsak m¬d¬r ?

Çözüm. Her x 2 R için

jfn (x)j =
���� sinnx
3
p
n4 + x4

����
� 1

3
p
n4 + x4

� 1
3
p
n4
= an

ve
1X
n=1

an =

1X
n=1

1

n
4
3

serisi harmonik seri olup, � =
4

3
> 1 için yak¬nsakt¬r. O halde verilen

fonksiyon serisi Weierstrass Testi gere¼gince R üzerinde düzgün yak¬nsakt¬r.

Örnek 5.
1X
k=1

�
3

2
sin x

�k
serisi

h
��
6
;
�

6

i
aral¬¼g¬nda düzgün yak¬nsak m¬d¬r ?
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Çözüm. Her x 2
h
��
6
;
�

6

i
için

jfk (x)j =
�����
�
3

2
sin x

�k�����
�

�
3

2
sin
�

6

�k
=

�
3

4

�k
= ak

olup
1X
k=1

ak =

1X
k=1

�
3

4

�k
serisi geometrik serisi r =

3

4
< 1 oldu¼gundan yak¬nsakt¬r. O halde

verilen fonksiyon serisi Weierstrass Testi gere¼gince
h
��
6
;
�

6

i
aral¬¼g¬nda düzgün yak¬nsakt¬r.

Teorem 2.
1X
k=1

fk (x) serisi [a; b] aral¬¼g¬nda f fonksiyonuna düzgün yak¬nsak ve c 2 [a; b]

olmak üzere, her k için lim
x!c
fk (x) = ck mevcut ise

lim
x!c

1X
k=1

fk (x) =
1X
k=1

lim
x!c
fk (x)

gerçeklenir.

Örnek 5. lim
x!0

1X
n=0

p
1� x2n
2n

limitini hesaplay¬n¬z (x 2 [0; 1]).

Çözüm.
1X
n=0

p
1� x2n
2n

ile tan¬ml¬fonksiyon serisinin, [0; 1] aral¬¼g¬nda düzgün yak¬nsakl¬¼g¬n¬

inceleyelim.

Her x 2 [0; 1] için

jfn (x)j =
����p1� x2n2n

����
� 1

2n

= an
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ve
1X
n=1

an =
1X
n=1

�
1

2

�n
serisi geometrik seri olup, r =

1

2
< 1 oldu¼gundan yak¬nsakt¬r. Dolay¬s¬yla

verilen fonksiyon serisi Weierstrass Testi gere¼gince [0; 1] aral¬¼g¬nda düzgün yak¬nsakt¬r.

Ayr¬ca, her n için

lim
x!0

p
1� x2n
2n

=
1

2n

limiti mevcuttur. O halde, Teorem-2 gere¼gince limit ve sonsuz toplam yer de¼gi̧stirebilir.

Buradan

lim
x!0

1X
n=0

p
1� x2n
2n

=
1X
n=0

lim
x!0

p
1� x2n
2n

=
1X
n=0

1

2n

=

�
1 +

1

2
+
1

22
+ : : :+

1

2n

�
= 2

olarak elde edilir.

Örnek 6. lim
x!0

1X
n=1

cosnx

n (n+ 1)
limitini hesaplay¬n¬z (x 2 [0; 1]).

Çözüm.

fn (x) =
cosnx

n (n+ 1)

denilirse her n için

lim
x!0

cosnx

n (n+ 1)
=

1

n (n+ 1)

limiti mevcuttur. Şimdi
1X
n=1

cosnx

n (n+ 1)
serisinin, [0; 1] aral¬¼g¬nda düzgün yak¬nsakl¬¼g¬n¬inceleye-

lim.
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Her x 2 [0; 1] için

jfn (x)j =
���� cosnxn (n+ 1)

����
� 1

n2 + n

<
1

n2

= an

ve
1X
n=1

an =
1X
n=1

�
1

n2

�
harmonik serisi � = 2 > 1 oldu¼gundan yak¬nsakt¬r. Dolay¬s¬yla

1X
n=1

cosnx

n (n+ 1)
serisi Weierstrass Testi gere¼gince [0; 1] aral¬¼g¬nda düzgün yak¬nsakt¬r.

O halde, limit ile sonsuz toplam yer de¼gi̧stirebilir.

lim
x!0

1X
n=1

cosnx

n (n+ 1)
=

1X
n=1

lim
x!0

cosnx

n (n+ 1)

=
1X
n=1

1

n (n+ 1)

=
1X
n=1

�
1

n
� 1

n+ 1

�
= 1

olarak elde edilir.
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