4. FONKSIYON SERILERININ DUZGUN YAKINSAKLIGI

Tanim 1. D CR, fp : D — R ve ka serisi verilsin. s, = fi + fo+ ... f, = ka ile
k=1
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tamuml (s,,) dizisine Z fr serisinin D iizerindeki kismi toplamlar dizisi denir. Eger (s,,) dizisi
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D iizerinde diizgiin yakinsak ise Z fr serisi D {iizerinde diizgiin yakinsaktir denir.
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Ornek 1. Z R ile tanimlanan fonksiyon serisi A = [0, %} iizerinde diizgiin yakinsak
-
k=1
midir ?
Coziim. ; — serisi [0, 1] de diizgiin yakinsak < s, (z) = ; T dizisi [0, 1]
de diizgiin yakinsak olmasidir.
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fn @ [a,b] — R ile tamml her bir ( f,,) Riemann integrallenebilir olsun. Ayrica [a, b] araliginda,

fn — [ olup her z € [0, 1] icin
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oldugundan (s,,) kismi toplamlar dizisi noktasal yakinsak degildir. O halde Z ——— serisi
-

k=1
de noktasal yakinsak olamaz. Noktasal yakinsak degilse, diizgiin yakinsak da degildir.
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Ornek 2. Z Zf — serisi [0,1] tizerinde diizgiin yakinsak midir ?
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Coziim. E ST
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olup, her z € [0, 1] i¢in

bulunur. O halde (s,,) dizisi, s (z) =

serisinin kismi toplamlar dizisi yazilirsa
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diizgiin yakinsakligini gosterelim.

oldugundan yakinsama diizgiindiir. (s,) kismi toplamlar dizisi, [0, 1] iizerinde s (z)

ile tanimh fonksiyona diizgiin yakinsak olur. Dolayisiyla, Z
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onuna, [0, 1] iizerinde diizgiin yakimsaktir.

Teorem 1. (Weierstrass Testi): Her x € A ve her n € N i¢in |f,, ()| < a, ve Zan < 00

n

olacak sekilde bir (a,,) dizisi varsa, Z fn fonksiyon serisi A iizerinde diizgiin yakimsaktir.

Ornek 3. Asagida verilen fonksiyon serilerinin kargilarinda yazih araliklar tizerinde diizgiin

yakinsak olduklarini gosteriniz.
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Coziim. a) Verilen fonksiyon serisinin kismi toplamlar dizisi
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olup buradan ilerlemek oldukca zordur. Her x € {—5, 5} igin
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say1 serisi elde edilir. Oran testinden
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olup Z ap, = "Z—ng serisi yakinsaktir. O halde Weierstrass Testi geregince verilen fonksiyon
n=1 n=1

11
serisi {—5, 5} araliginda diizgiin yakinsaktir.

b) Her z € [0, 1] ve her n € N i¢in

bulunur.

serisi i¢in

[e.9] o0
oldugundan Zan = Z % serisi yakinsaktir. O halde Weierstrass Testi geregince verilen

n=1 n=1

fonksiyon serisi [0, 1] araliginda diizgiin yakinsaktir.



c) Her x € [—1,1] ve her n € N i¢in
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bulunur.
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serisi Z 3 geometrik seri olup, r = 3 < 1 oldugundan yakinsaktir. O halde verilen fonksiyon

n=1
serisi, Weierstrass Testi geregince [—1, 1] araliginda diizgiin yakinsaktir.
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Ornek 4. 5 ﬁ serisi, R tizerinde diizgiin yakinsak midir 7
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Coziim. Her z € R icin

[ (@) =

IN

o0

= 1 4
ve Zan = Z — serisi harmonik seri olup, a = 3 > 1 icin yakinsaktir. O halde verilen

1
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fonksiyon serisi Weierstrass Testi geregince R iizerinde diizgiin yakinsaktir.
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Ornek 5. Z <§ sin x) serisi [—%, %] araliginda diizgiin yakinsak midir 7
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Coziim. Her z € [—%, %] igin
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olup Z ap = Z <1> serisi geometrik serisi r = 1 < 1 oldugundan yakinsaktir. O halde
k=1 k=1

verilen fonksiyon serisi Weierstrass Testi geregince [—%, %} araliginda diizgiin yakinsaktir.
Teorem 2. Z fi (z) serisi [a,b] arahginda [ fonksiyonuna diizgiin yakinsak ve ¢ € [a, b]

k=1
olmak iizere, her k igin lim f; (x) = ¢, mevcut ise
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gerceklenir.
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Ornek 5. lin% Z Z—Hx limitini hesaplaymiz (z € [0, 1]).
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Coziim. Z 2—nx ile tanimli fonksiyon serisinin, [0, 1] arahiginda diizgiin yakisakligin
n=0

inceleyelim.

Her x € [0,1] i¢in

@l = |




= = [1\" 1
ve Z ap = Z (5) serisi geometrik seri olup, r = 3 < 1 oldugundan yakinsaktir. Dolayisiyla
n=1 n=1

verilen fonksiyon serisi Weierstrass Testi geregince [0, 1] araliginda diizgiin yakinsaktir.

Ayrica, her n icin

limiti mevcuttur. O halde, Teorem-2 geregince limit ve sonsuz toplam yer degistirebilir.
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olarak elde edilir.

Ornek 6. lim cosnt

M2 D) limitini hesaplaymz (z € [0, 1]).

Coziim.
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denilirse her n ig¢in
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limiti mevcuttur. Simdi Z

———— serisinin, [0, 1] araliginda diizgiin yakinsakligini inceleye-
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Her x € [0,1] i¢in
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o0 o0 1
ve Zan = Z (—2) harmonik serisi @ = 2 > 1 oldugundan yakinsaktir. Dolayisiyla
n
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E —C( Snxl) serisi Weierstrass Testi geregince [0, 1] araliginda diizgiin yakinsaktir.
n(n + d k k
n=1

O halde, limit ile sonsuz toplam yer degistirebilir.
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olarak elde edilir.



