5. FONKSIiYON SERILERININ DUZGUN YAKINSAKLIGI, INTEGRAL VE
TUREV ILISKiSI

Teorem 1. Z fn (2), [a,b] iizerinde integrallenebilir fonksiyonlarin bir serisi olsun. Z fn ()
n=1

= n=1
serisi diizgiin yakinsak ise

gerceklenir.

Ornek 1. f, :[1,2] — R fonksiyonlar1 f, (z) = ° seklinde taniml olsun. O halde
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j(if“x)) dxzijfn(x)dm

esitligi gergeklenir mi ?

Coziim. Her n igin f, (x) = seklinde tamimh fonksiyonlar [1,2] araliginda integral-

X
(1+z)"
lenebilirdir.

1mdi, — 7 S€risinil duzgun vaxkinsakliiginil inceleyelim.
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lim s, (z) = lim (1 - (%) _

olup (s,) dizisi, s (x) = 1 ile tamimh fonksiyona noktasal yakinsaktir.

1
¢, = maks|l — —— —1
z€[1,2] (1+2)
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ze[1,2] (1 + )
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= o —0, n—o0
= x
olup s, = s = 1 (diizgiin) gergeklenir. O halde, [1,2] iizerinde ——— serisi diizgiin
P Sn (diizgiin) gerg [1,2] ;(IH) g
yakinsaktir. Dolayisiyla Teorem-1 geregince esitlik gerceklenir ve
2 o 2
/ (an (x)) dr = Z/fn (x)dx
1 n=1 n=1 1
saglanir.
Teorem 2. Her n i¢in f,, fonksiyonlar1 [a, b] {izerinde tiirevlenebilir olsun. Z fn serisi bir f
n=1

fonksiyonuna noktasal yakinsak ve Z f} serisi bir g fonksiyonuna diizgiin yakinsak ise Z fn
n=1 n=1
serisi [a, b] tizerinde diizgiin yakinsaktir ve

[Z fn (fv)] => ful@)

gerceklenir.

. o0 " xn—i—l

Ornek 2. Z <— — ) serisinin [0, 1] aralig1 iizerinde terimterime tiirevi alinabilir mi?
—~\n n+l



Coziim.

" xn-ﬁ-l
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n n+1

ve

lim s, () = lim <x— xnﬂ) =z =s(x)

olup (s,) dizisi, s () = z ile taniml fonksiyona noktasal yakinsaktir.
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olup s, = s (diizgiin) gergeklenir.
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Esitliginin gerceklenip gergeklenmedigini gostermek igin esitligin sol tarafindaki ifade igin

0 l.n $n+1
S (5% a)
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yazilir. Sag kismi i¢in ise



k=1
= 1—-2a"
olup
-~ 1, 0<z<1
lim Z ("' —2F) = lim 1-2") = - (**)

bulunur. Sonug olarak (x) # (xx) elde edilir. Dolayisiyla, verilen seri bu aralikta terim terime

tiirevlenemez.

Abel Testi. 1) Z fn (x), A iizerinde diizgiin yakinsak

n=1

2) (gn), A iizerinde negatif olmayan, azalan (n’ye gore) ve diizgiin sinirh

sartlarin sagliyorsa Z fn (%) gn (z) serisi, A iizerinde diizgiin yakinsaktir.

n=1
. ) 2" (142" y _—
Ornek 3. ¢ € (0,1) olmak iizere Z ———= serisi, [0, ¢] araliginda diizgiin yakinsak midir
n
9 n=1
Coziim.
" n
@ =" g @) =14a
olarak alinsin.
1) Z fo(x) = Z T Serisi 0, ] iizerinde diizgiin yakmsakdir. Gergekten
n
n=1 n=1
Her z € [0, ] i¢in
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f@l= |5 =T =% =,
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> = " 22" (1+ 2"
olup, oran testinden Z ap = Z — serisi yakinsaktir. Dolayisiyla, [0, ¢] iizerinde Z L
n n

n=1 n=1 n=1
serisi Weierstrass testinden diizgiin yakinsaktir.

2) Her x € [0, (] i¢in g, (x) = 14 2™ > 0 olup, her n i¢in (g,) dizisi negatif olmayan fonksiy-

onlarin bir dizisidir.
Her z € [0, ] igin g, () =1+ 2" > 1 + 2" = g, (z) oldugundan (g,) azalandr.

Her x € [0, ¢| ve her n € N igin
lgn ()| =1+ 2" <14+ " <2

oldugundan (g,,) diizgiin sinirhdir.

f: " (14 a™)

n

O halde Abel testi geregince, serisi [0, ¢] iizerinde diizgiin yakinsaktir.

n=1

o0

. cosnx
Ornek 4. Z ;" serisi (0,1) tizerinde diizgiin yakimsak midir ?
n
n=1
Coziim.
cosnx N
fol@)=——, gu(@)=12
n
olsun.
= = cosnx
1) Z fa(z) = Z ;— serisi (0, 1) tizerinde diizgiin yakinsaktir. Gergekten
n
n=1 n=1
Her z € (0,1) icin
cos nT 1
o= |« 4 =,
- =1 ) .. . ) ) .. = cosnx
ve 2_:1 ay, = 2_:1 3 harmonik serisi yakinsak oldugundan, Weierstrass testi geregince Z:l 3

serisi (0,1) tizerinde diizgiin yakinsaktir.

2) Her z € (0,1) igin g, () = 2™ > 0 olup, her n i¢in (g, ), negatif olmayan fonksiyonlarin bir

dizisidir.



Her x € (0,1) i¢in g, () = 2" > 2" = g,,.1 (x) olup (g,) azalan bir dizidir.
Her x € (0,1) ve her n € N i¢in

gn (2) = [2"[ <1
oldugundan (g,,) diizgiin sinirhdir.

O halde Abel testi geregince, verilen seri (0, 1) tizerinde diizgiin yakisaktir.

Dirichlet Testi: 1) Z fn (x) serisinin kismi toplamlar dizisi diizgiin simirh

n=1

2) (gn), A iizerinde negatif olmayan, azalan ve g, = 0

sartlar1 saglaniyorsa Z fu (%) gn (z) serisi, A iizerinde diizgiin yakinsaktir.

n=1
x)

- - 1—
Ornek 5. Z L serisinin [0, 1) iizerinde diizgiin yakinsak oldugunu gosteriniz.
“—log(n+1)

Co6ziim: Dirichlet testini kullanalim.

1
olsun.
1) Z fo(x) = Z ™ (1 — x) serisinin kismi toplamlar dizisini bulalim.
n=1 n=1

Sp(x) = Zxk (1—1x)

= $7(1—:1:)+$2(1—a:)+...—|—x”(1—:c)

= z(l-2)[l+z+...+2"]
= x(l—x)ll__z
= x(l—2a")



olup her x € [0,1) ve her n € N i¢in

[sn (2)] = [z (1 —2")] <1

oldugundan (s,,) diizgiin simirhdir.
2) (gy,) dizisi, her n igin negatif olmayan fonksiyonlarin bir dizisidir.

Her x € [0,1) icin
1 1
= >
log(n+1) = log(n+2

In ()

) = On+1 (I)

oldugundan (g,) azalan fonksiyondur.

1
gn (r) = ——— dizisi, g = 0 fonksiyonuna diizgiin yakinsak midir ?
log (n+1)
tin g, (2) = lim =0 =g (2)
m g, (r) = 111m e f— €T
noed n—oo log (n + 1) g

oldugundan (g,,) dizisi, g = 0 fonksiyonuna noktasal yakimsaktir. (g,), 2’ ten bagimsiz oldugun-

dan yakinsama diizgiindiir.

O halde, Dirichlet testi geregince verilen seri [0, 1) iizerinde diizgiin yakinsaktur.



