
5. FONKS·IYON SER·ILER·IN·IN DÜZGÜN YAKINSAKLI¼GI, ·INTEGRAL VE

TÜREV ·IL·IŞK·IS·I

Teorem 1.
1X
n=1

fn (x), [a; b] üzerinde integrallenebilir fonksiyonlar¬n bir serisi olsun.
1X
n=1

fn (x)

serisi düzgün yak¬nsak ise

bZ
a

 1X
n=1

fn (x)

!
dx =

1X
n=1

bZ
a

fn (x) dx

gerçeklenir.

Örnek 1. fn : [1; 2]! R fonksiyonlar¬fn (x) =
x

(1 + x)n
şeklinde tan¬ml¬olsun. O halde

2Z
1

 1X
n=1

fn (x)

!
dx =

1X
n=1

2Z
1

fn (x) dx

eşitli¼gi gerçeklenir mi ?

Çözüm. Her n için fn (x) =
x

(1 + x)n
şeklinde tan¬ml¬fonksiyonlar [1; 2] aral¬¼g¬nda integral-

lenebilirdir.

Şimdi,
1X
n=1

x

(1 + x)n
serisini düzgün yak¬nsakl¬¼g¬n¬inceleyelim.

sn (x) =
nX
k=1

x

(1 + x)k

= x

�
1

1 + x
+

1

(1 + x)2
+ : : :+

1

(1 + x)n

�
=

x

1 + x

�
1 +

1

1 + x
+ : : :+

1

(1 + x)n�1

�
=

x

1 + x

"
1� 1

(1+x)n

1� 1
1+x

#
= 1� 1

(1 + x)n

1



ve

lim
n!1

sn (x) = lim
n!1

�
1� 1

(1 + x)n

�
= 1

olup (sn) dizisi, s (x) = 1 ile tan¬ml¬fonksiyona noktasal yak¬nsakt¬r.

cn = maks
x2[1;2]

����1� 1

(1 + x)n
� 1
����

= maks
x2[1;2]

1

(1 + x)n

=
1

2n
! 0; n!1

olup sn � s = 1 (d�uzg�un) gerçeklenir. O halde, [1; 2] üzerinde
1X
n=1

x

(1 + x)n
serisi düzgün

yak¬nsakt¬r. Dolay¬s¬yla Teorem-1 gere¼gince eşitlik gerçeklenir ve

2Z
1

 1X
n=1

fn (x)

!
dx =

1X
n=1

2Z
1

fn (x) dx

sa¼glan¬r.

Teorem 2. Her n için fn fonksiyonlar¬[a; b] üzerinde türevlenebilir olsun.
1X
n=1

fn serisi bir f

fonksiyonuna noktasal yak¬nsak ve
1X
n=1

f 0n serisi bir g fonksiyonuna düzgün yak¬nsak ise
1X
n=1

fn

serisi [a; b] üzerinde düzgün yak¬nsakt¬r ve

" 1X
n=1

fn (x)

#0
=

1X
n=1

f 0n (x)

gerçeklenir.

Örnek 2.
1X
n=1

�
xn

n
� xn+1

n+ 1

�
serisinin [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde terimterime türevi al¬nabilir mi?
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Çözüm.

sn (x) =
nX
k=1

�
xn

n
� xn+1

n+ 1

�
=

�
x� x

2

2

�
+

�
x2

2
� x

3

3

�
+ : : :+

�
xn

n
� xn+1

n+ 1

�
= x� xn+1

n+ 1

ve

lim
n!1

sn (x) = lim
n!1

�
x� xn+1

n+ 1

�
= x = s (x)

olup (sn) dizisi, s (x) = x ile tan¬ml¬fonksiyona noktasal yak¬nsakt¬r.

cn = maks
x2[0;1]

����x� xn+1

n+ 1
� x
����

= maks
x2[0;1]

����� xn+1n+ 1

����
= maks

x2[0;1]

�
xn+1

n+ 1

�
=

1

n+ 1
! 0; n!1

olup sn � s (d�uzg�un) gerçeklenir.

" 1X
n=1

�
xn

n
� xn+1

n+ 1

�#0
=

1X
n=1

�
xn

n
� xn+1

n+ 1

�0

Eşitli¼ginin gerçeklenip gerçeklenmedi¼gini göstermek için eşitli¼gin sol taraf¬ndaki ifade için

" 1X
n=1

�
xn

n
� xn+1

n+ 1

�#0
= (x)0 = 1 (*)

yaz¬l¬r. Sa¼g k¬sm¬için ise
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fn (x) =
xn

n
� xn+1

n+ 1
olup f 0n (x) = x

n�1 � xn bulunur. Buradan

1X
k=1

�
xn�1 � xn

�
= (1� x) +

�
x� x2

�
+ : : :+

�
xn�1 � xn

�
= 1� xn

olup

lim
n!1

nX
k=1

�
xk�1 � xk

�
= lim

n!1
(1� xn) =

8<: 1 ; 0 � x < 1

0 ; x = 1
(**)

bulunur. Sonuç olarak (�) 6= (��) elde edilir. Dolay¬s¬yla, verilen seri bu aral¬kta terim terime

türevlenemez.

Abel Testi. 1)
1X
n=1

fn (x), A üzerinde düzgün yak¬nsak

2) (gn) ; A üzerinde negatif olmayan, azalan (n�ye göre) ve düzgün s¬n¬rl¬

şartlar¬n¬sa¼gl¬yorsa
1X
n=1

fn (x) gn (x) serisi, A üzerinde düzgün yak¬nsakt¬r.

Örnek 3. c 2 (0; 1) olmak üzere
1X
n=1

xn (1 + xn)

n
serisi, [0; c] aral¬¼g¬nda düzgün yak¬nsak m¬d¬r

?

Çözüm.

fn (x) =
xn

n
; gn (x) = 1 + x

n

olarak al¬ns¬n.

1)
1X
n=1

fn (x) =

1X
n=1

xn

n
serisi [0; c] üzerinde düzgün yak¬nsakd¬r. Gerçekten

Her x 2 [0; c] için

jfn (x)j =
����xnn
���� = xn

n
=
cn

n
= an

ve

lim
n!1

an+1
an

= lim
n!1

cn+1

n+ 1

n

cn
= c < 1
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olup, oran testinden
1X
n=1

an =
1X
n=1

cn

n
serisi yak¬nsakt¬r. Dolay¬s¬yla, [0; c] üzerinde

1X
n=1

xn (1 + xn)

n

serisi Weierstrass testinden düzgün yak¬nsakt¬r.

2) Her x 2 [0; c] için gn (x) = 1 + xn > 0 olup, her n için (gn) dizisi negatif olmayan fonksiy-

onlar¬n bir dizisidir.

Her x 2 [0; c] için gn (x) = 1 + xn > 1 + xn+1 = gn+1 (x) oldu¼gundan (gn) azaland¬r.

Her x 2 [0; c] ve her n 2 N için

jgn (x)j = j1 + xnj � 1 + cn < 2

oldu¼gundan (gn) düzgün s¬n¬rl¬d¬r.

O halde Abel testi gere¼gince,
1X
n=1

xn (1 + xn)

n
serisi [0; c] üzerinde düzgün yak¬nsakt¬r.

Örnek 4.
1X
n=1

cosnx

n3
xn serisi (0; 1) üzerinde düzgün yak¬nsak m¬d¬r ?

Çözüm.

fn (x) =
cosnx

n3
; gn (x) = x

n

olsun.

1)
1X
n=1

fn (x) =
1X
n=1

cosnx

n3
serisi (0; 1) üzerinde düzgün yak¬nsakt¬r. Gerçekten

Her x 2 (0; 1) için

jfn (x)j =
���cosnx
n3

��� � 1

n3
= an

ve
1X
n=1

an =
1X
n=1

1

n3
harmonik serisi yak¬nsak oldu¼gundan, Weierstrass testi gere¼gince

1X
n=1

cosnx

n3

serisi (0; 1) üzerinde düzgün yak¬nsakt¬r.

2) Her x 2 (0; 1) için gn (x) = xn > 0 olup, her n için (gn), negatif olmayan fonksiyonlar¬n bir

dizisidir.
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Her x 2 (0; 1) için gn (x) = xn > xn+1 = gn+1 (x) olup (gn) azalan bir dizidir.

Her x 2 (0; 1) ve her n 2 N için

gn (x) = jxnj < 1

oldu¼gundan (gn) düzgün s¬n¬rl¬d¬r.

O halde Abel testi gere¼gince, verilen seri (0; 1) üzerinde düzgün yak¬nsakt¬r.

Dirichlet Testi: 1)
1X
n=1

fn (x) serisinin k¬smi toplamlar dizisi düzgün s¬n¬rl¬

2) (gn) ; A üzerinde negatif olmayan, azalan ve gn � 0

şartlar¬sa¼glan¬yorsa
1X
n=1

fn (x) gn (x) serisi, A üzerinde düzgün yak¬nsakt¬r.

Örnek 5.
1X
n=1

xn (1� x)
log (n+ 1)

serisinin [0; 1) üzerinde düzgün yak¬nsak oldu¼gunu gösteriniz.

Çözüm: Dirichlet testini kullanal¬m.

fn (x) = x
n (1� x) ; gn (x) =

1

log (n+ 1)

olsun.

1)
1X
n=1

fn (x) =
1X
n=1

xn (1� x) serisinin k¬smi toplamlar dizisini bulal¬m.

sn (x) =

nX
k=1

xk (1� x)

= x (1� x) + x2 (1� x) + : : :+ xn (1� x)

= x (1� x)
�
1 + x+ : : :+ xn�1

�
= x (1� x) 1� x

n

1� x
= x (1� xn)
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olup her x 2 [0; 1) ve her n 2 N için

jsn (x)j = jx (1� xn)j � 1

oldu¼gundan (sn) düzgün s¬n¬rl¬d¬r.

2) (gn) dizisi, her n için negatif olmayan fonksiyonlar¬n bir dizisidir.

Her x 2 [0; 1) için

gn (x) =
1

log (n+ 1)
>

1

log (n+ 2)
= gn+1 (x)

oldu¼gundan (gn) azalan fonksiyondur.

gn (x) =
1

log (n+ 1)
dizisi, g = 0 fonksiyonuna düzgün yak¬nsak m¬d¬r ?

lim
n!1

gn (x) = lim
n!1

1

log (n+ 1)
= 0 = g (x)

oldu¼gundan (gn) dizisi, g = 0 fonksiyonuna noktasal yak¬nsakt¬r. (gn) ; x�ten ba¼g¬ms¬z oldu¼gun-

dan yak¬nsama düzgündür.

O halde, Dirichlet testi gere¼gince verilen seri [0; 1) üzerinde düzgün yak¬nsakt¬r.
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