
6. KUVVET SER·ILER·IN·IN TÜREV VE ·INTEGRAL·I

Tan¬m 1. ck 2 R; a 2 R olmak üzere,

c0 + c1 (x� a) + c2 (x� a)2 + : : :+ cn (x� a)n =
1X
k=0

ck (x� a)k

şeklindeki serilere kuvvet serileri denir. ck reel say¬lar¬na serinin katsay¬lar¬denir.

Teorem 1. (Cauchy-Hadamard Teoremi):

1X
k=0

ck (x� a)k kuvvet serisi verilsin ve L = lim k
p
jckj olsun. Bu durumda kuvvet serisi

1) jx� ajL < 1 olan x de¼gerleri için yak¬nsakt¬r.

2) jx� ajL > 1 olan x de¼gerleri için ¬raksakt¬r.

Yak¬nsakl¬k yar¬çap¬R =
1

L
olmak üzere,

1X
k=0

ck (x� a)k kuvvet serisi için

1) L 6= 0) R =
1

L
olup jx� aj < R için seri yak¬nsak

2) L = 0) R =1 olup, seri her x 2 R için yak¬nsak

3) L =1) R = 0 olup seri sadece x = a noktas¬nda yak¬nsakt¬r.

Not: L = lim
k!1

����ck+1ck
���� limiti varsa L = lim k

p
jckj limiti de vard¬r. Kolayl¬k aç¬s¬ndan sorular¬n

çözümünde ilk limit kullan¬labilir.

Örnek 1. Aşa¼g¬daki kuvvet serilerinin yak¬nsakl¬k yar¬çaplar¬n¬ve yak¬nsakl¬k aral¬klar¬n¬

bulunuz.

a)
1X
k=0

k (x� 1)k b)
1X
k=0

(x+ 2)k

k!

Çözüm. a) ck = k olmak üzere

L = lim
k!1

k
p
jckj = lim

k!1

k
p
k = lim

k!1
k

1

k

1



limitini hesaplayal¬m.

lim
k!1

k

1

k = s

olsun. Buradan

ln lim
k!1

k

1

k = ln s

lim
k!1

ln k

1

k = ln s

lim
k!1

1

k
ln k = ln s

lim
k!1

1

k
= ln s

0 = ln s

s = 1

bulunur. Yani, L = 1 dolay¬s¬yla da R =
1

L
= 1 olarak elde edilir. Bu seri Cauchy-Hadamard

Teoreminden, jx� 1j < 1 koşulunu sa¼glayan x de¼gerleri için yak¬nsakt¬r. Buradan

�1 < x� 1 < 1) 0 < x < 2

olup (0; 2) aral¬¼g¬yak¬nsakl¬k aral¬¼g¬d¬r.

b) ck =
1

k!
olmak üzere

L = lim
k!1

k
p
jckj = lim

k!1
k

r
1

k!

limitini hesaplamak zor oldu¼gundan L = lim
k!1

����ck+1ck
���� limitini kullanal¬m. Buradan

L = lim
k!1

����ck+1ck
���� = lim

k!1

���� 1

(k + 1)!
:k!

���� = lim
k!1

1

k + 1
= 0

bulunur. L = 0 oldu¼gundan R =
1

L
= 1 olarak elde edilir. Verilen seri her x 2 R için

yak¬nsakt¬r.
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Örnek 2.
1X
n=1

xn

3nn
kuvvet serisinin yak¬nsakl¬k yar¬çap¬n¬ve yak¬nsakl¬k aral¬¼g¬n¬bulunuz.

Çözüm. Cauchy-Hadamard testi kullan¬l¬rsa, cn =
xn

3nn
olmak üzere

L = lim
n!1

����cn+1cn
���� = lim

n!1

���� xn+1

3n+1 (n+ 1)
:3nn

���� = lim
k!1

n

3n+ 3
=
1

3

olup L =
1

3
ve R = 3 bulunur. Verilen seri jxj < 3 için yak¬nsakt¬r.

x = 3 için
1X
n=1

1

n

olup bu seri ¬raksakt¬r.

x = �3 için
1X
n=1

(�1)n

n

serisi Alterne seri olup Leibnitz testinden yak¬nsakt¬r.

O halde yak¬nsakl¬k aral¬¼g¬[�3; 3) aral¬¼g¬d¬r.

Örnek 3.
1X
n=1

xn

(
p
n)
n serisinin yak¬nsakl¬k yar¬çap¬n¬ve yak¬nsakl¬k aral¬¼g¬n¬bulunuz.

Çözüm. Cauchy-Hadamard kullanabiliriz. cn =
�
1p
n

�n
= n

�
n

2 olmak üzere

L = lim
n!1

n
p
jcnj = lim

n!1
n
�
1

2 = lim
n!1

1p
n
= 0

olup L = 0 ve R =1 bulunur. Dolay¬s¬yla, verilen seri her x 2 R için yak¬nsakt¬r.
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