6. KUVVET SERILERININ TUREV VE INTEGRALI

Tanim 1. ¢; € R, a € R olmak iizere,

co+cl(3:—a)+02(a:—a)2+...+cn(:1:—a)”:ch(a:—a)k

seklindeki serilere kuvvet serileri denir. ¢, reel sayilarina serinin katsayilar1 denir.

Teorem 1. (Cauchy-Hadamard Teoremi):
o
Z cx (x — a)” kuvvet serisi verilsin ve L = lim{/|cx| olsun. Bu durumda kuvvet serisi
k=0

1) |z —a| L < 1 olan = degerleri i¢in yakinsaktir.

2) |x —a| L > 1 olan z degerleri igin raksaktir.

1 o0
Yakinsaklik yaricapt R = T olmak tizere, Z o (x — a)k kuvvet serisi i¢in
k=0

1
1) LA#0=R= 17 olup |z — a| < R igin seri yakinsak
2) L =0 = R = oo olup, seri her z € R i¢in yakinsak
3) L = 0o = R = 0 olup seri sadece x = a noktasinda yakinsaktir.

— |c P
Not: L = klim L Jimiti varsa L = lim &/|cy| limiti de vardir. Kolaylk agisindan sorularm
—00 Ck

¢oziimiinde ilk limit kullanilabilir.

Ornek 1. Asagidaki kuvvet serilerinin yakinsaklik yaricaplarini ve yakinsaklik araliklarim

bulunuz.
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Coziim. a) ¢, = k olmak iizere
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L = T {/Jex] = Tim ¥k = lim kk



limitini hesaplayalim.
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lim kk = s
k—oo
olsun. Buradan
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lnklim kk = Ins
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klim Inkk = Ins
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khm—lnk = Ins
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0 = Ins
s = 1

1
bulunur. Yani, L = 1 dolayisiyla da R = 7= 1 olarak elde edilir. Bu seri Cauchy-Hadamard

Teoreminden, |z — 1| < 1 kogulunu saglayan x degerleri i¢in yakinsaktir. Buradan

-l<z-1<1=0<2<2
olup (0,2) araligi yakinsaklik araligidir.
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b) ¢, = o olmak iizere

limitini hesaplamak zor oldugundan L = lim limitini kullanalim. Buradan
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bulunur. L = 0 oldugundan R = 7 =™ olarak elde edilir. Verilen seri her z € R igin

yakinsaktir.
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Ornek 2. 5 3:]0_ kuvvet serisinin yakinsaklik yaricapii ve yakinsaklik araligini bulunuz.
"n
n=1

Coziim. Cauchy-Hadamard testi kullanilirsa, ¢, = ;— olmak tizere
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n—oo

L = lim

n—oo
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olup L = = ve R = 3 bulunur. Verilen seri |z| < 3 igin yakimsaktir.
r = 3 i¢in i 1
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olup bu seri wraksaktir.
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serisi Alterne seri olup Leibnitz testinden yakinsaktir.

O halde yakinsaklik araligy [—3, 3) araligidir.

Ornek 3. E (f_—)n serisinin yakinsaklik yaricapim ve yakinsaklik araligini bulunuz.
n
n=1
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Coziim. Cauchy-Hadamard kullanabiliriz. ¢, = (—) =n 2 olmak iizere
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L= lim {/|c,|] = limn 2 = lim — =0
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olup L = 0 ve R = oo bulunur. Dolayisiyla, verilen seri her x € R i¢in yakinsaktir.



