
7. TAYLOR SER·ILER·I

Tan¬m 1. f fonksiyonu x = a noktas¬nda n�inci mertebeden türevlenebilir oldu¼gunda p(a) =

f(a); p
0
(a) = f

0
(a);..., p

(n)
(a) = f

(n)
(a) eşitliklerini sa¼glayan ve derecesi n den büyük olmayan

birtek p polinomu vard¬r ve bu polinom

nX
k=0

f (k) (a)

k!
(x� a)k

formu ile verilebilir. Bu p polinomuna f fonksiyonu taraf¬ndan x = a noktas¬nda noktas¬nda

üretilen n�inci dereceden Taylor polinomu denir.

Tan¬m 2. f fonksiyonu a noktas¬n¬ ihtiva eden bir aral¬kta her mertebeden türevlenebilir

olsun.
nX
k=0

f (k) (a)

k!
(x� a)k (1)

serisine a noktas¬nda f fonksiyonu taraf¬ndan üretilen Taylor Serisi ad¬verilir.

Her mertebeden türevlenebilen bir f fonksiyonu verildi¼ginde

f (x) =
nX
k=0

f (k) (a)

k!
(x� a)k +Kn (x)

şeklinde yaz¬labilir. BuradaKn (x) ; f (x) ile onun Taylor polinomu aras¬ndaki fark¬göstermek-

tedir. Yukar¬daki eşitlikten n!1 için limit al¬nd¬¼g¬nda (1) serisinin f (x) de¼gerine yak¬nsak

olmas¬için gerek ve yeter şart lim
n!1

Kn (x) = 0 olmas¬d¬r.

Örnek 1. f (x) = bx; b 6= 1; b > 0 ile tan¬ml¬f fonksiyonunun x = 0 noktas¬ndaki Taylor seri

aç¬l¬m¬n¬bulunuz.

Çözüm. x = 0 noktas¬ndaki Taylor seri aç¬l¬m¬na özel olarak Maclaurain seri aç¬l¬m¬denir.

f (x) =
nX
k=0

f (k) (a)

k!
(x� a)k +Kn (x) (1)
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ifadesinde bilinmeyen de¼gerleri bulal¬m.

f (x) = bx

f 0 (x) = bx ln b

f 00 (x) = bx (ln b)2

...

f (k) (x) = bx (ln b)k

olup f (k) (0) = (ln b)k olarak bulunur.

Şimdi

Kn (x) =
f (n+1) (c)

(n+ 1)!
xn+1

=
(ln b)n+1 bc

(n+ 1)!
xn+1

olmak üzere 0 < x < c ve x < c < 0 aral¬klar¬nda Kn (x) ifadesini inceleyelim.

i) 0 < x < c olsun. Burada

1X
k=1

jKn (x)j yak¬nsak ) lim
n!1

jKn (x)j = 0) lim
n!1

Kn (x) = 0

oldu¼gundan verilen aral¬kta
1X
k=1

jKn (x)j serisinin yak¬nsak oldu¼gunu gösterelim. Bunun için

Oran Testi kullan¬l¬rsa,

lim
n!1

����Kn+1 (x)

Kn (x)

���� = lim
n!1

�����(ln b)n+2 bcxn+2 (n+ 1)!(n+ 2)!xn+1bc (ln b)n+1

�����
= lim

n!1

jln b:xj
n+ 2

= 0

olup 0 < 1 oldu¼gundan
1X
k=1

jKn (x)j serisi her x 2 R için yak¬nsakt¬r. Yani, lim
n!1

Kn (x) = 0.
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ii) Benzer şekilde x < c < 0 için de yap¬l¬r.

O halde (1) eşitli¼ginde n!1 için limit al¬n¬rsa

f (x) = bx =

1X
k=0

(ln b)k

k!
xk, 8 x 2 R

bulunur.

Örnek 2. f (x) = cos ax ile tan¬ml¬fonksiyonun x = 0 civar¬ndaki Taylor seri aç¬l¬m¬n¬bulunuz.

Çözüm.

f (x) =
nX
k=0

f (k) (0)

k!
(x)k +Kn (x) (2)

ifadesinde bilinmeyen de¼gerleri bulal¬m. Öncelikle

f (x) = cos ax

f 0 (x) = �a sin ax = a cos
�
ax+

�

2

�
f 00 (x) = �a2 cos ax = a2 cos

�
ax+

2�

2

�
f 000 (x) = a3 sin ax = a3 cos

�
ax+

3�

2

�
...

f (k) (x) = ak cos

�
ax+

k�

2

�

olup f (k) (0) = ak cos
�
k�

2

�
olarak bulunur. Şimdi

Kn (x) =
f (n+1) (c)

(n+ 1)!
xn+1

=
an+1 cos

�
ac+ (n+ 1) �

2

�
(n+ 1)!

xn+1

olmak üzere 0 < x < c ve x < c < 0 aral¬klar¬nda Kn (x) ifadesini inceleyelim.
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i) 0 < x < c olsun.
1X
k=1

jKn (x)j serisinin yak¬nsakl¬¼g¬na bak¬ld¬¼g¬nda

jKn (x)j =
�����an+1 cos

�
ac+ (n+ 1) �

2

�
(n+ 1)!

xn+1

�����
�

����an+1xn+1(n+ 1)!

����
olup Oran testi uygulan¬rsa

lim
n!1

����Kn+1 (x)

Kn (x)

���� = lim
n!1

����an+2xn+2 (n+ 1)!(n+ 2)!an+1xn+1

����
= lim

n!1

jaxj
n+ 2

= 0

bulunur. 0 < 1 oldu¼gundan
1X
k=1

jKn (x)j serisi her x 2 R için yak¬nsakt¬r. Yani, lim
n!1

Kn (x) = 0.

ii) Benzer şekilde x < c < 0 için de yap¬l¬r.

O halde (2) eşitli¼ginde n!1 için limit al¬n¬rsa

f (x) = cos ax =
1X
n=0

(�1)n a2n
(2n)!

x2n, 8 x 2 R

bulunur.

Örnek 3. f (x) = x4 + 4x3 � 3x2 + x � 1 ile verilen fonksiyonu (x� 1)�in kuvvetlerine göre

aç¬n¬z.

Çözüm. (x� 1)� in kuvvetlerine göre açmak demek f fonksiyonunun x = �1 civar¬ndaki
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Taylor aç¬l¬m¬n¬bulmak demektir. O halde

f (x) = x4 + 4x3 � 3x2 + x� 1 =) f (�1) = �8

f 0 (x) = 4x3 + 12x2 � 6x+ 1 =) f 0 (�1) = 15

f 00 (x) = 12x2 + 24x� 6 =) f 00 (�1) = �18

f 000 (x) = 24x+ 24 =) f 000 (�1) = 0

f (4) (x) = 24 =) f (4) (�1) = 24

f (5) (x) = 0

olup k � 5 için f (k) (x) = 0 bulunur. Buradan f (k) (�1) = 0 olur. Buradan

Kn (x) =
f (n+1) (c)

(n+ 1)!
(x+ 1)n+1

ifadesi n � 4 s¬f¬ra eşittir. Yani

(Kn (x)) = (K1 (x) , K2 (x) , K3 (x) , K4 (x) , K5 (x) , : : :)

oldu¼gundan lim
n!1

Kn (x) = 0 bulunur. Dolay¬s¬yla

f (x) =
nX
k=o

f (k) (�1)
k!

(x+ 1)k +Kn (x)

ifadesinde n!1 için limit al¬n¬rsa

f (x) =
1X
k=o

f (k) (�1)
k!

(x+ 1)k

= f (�1) + f
0 (�1) (x+ 1)

1!
+
f 00 (�1) (x+ 1)2

2!
+
f 000 (�1) (x+ 1)3

3!
+
f (4) (�1) (x+ 1)4

4!
+ : : :

= �8 + 15 (x+ 1)� 9 (x+ 1)2 + (x+ 1)3

olarak elde edilir.
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