7. TAYLOR SERILERIi

Tanim 1. f fonksiyonu x = a noktasinda n—inci mertebeden tiirevlenebilir oldugunda p(a) =
fla), p'(a) = f(a),..., p™ (a) = ™ (a) esitliklerini saglayan ve derecesi n den biiyiik olmayan

birtek p polinomu vardir ve bu polinom
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formu ile verilebilir. Bu p polinomuna f fonksiyonu tarafindan x = a noktasinda noktasinda

iiretilen n—inci dereceden Taylor polinomu denir.

Tanmim 2. f fonksiyonu a noktasini ihtiva eden bir aralikta her mertebeden tiirevlenebilir

olsun.
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serisine a noktasinda f fonksiyonu tarafindan iiretilen Taylor Serisi ad1 verilir.

Her mertebeden tiirevlenebilen bir f fonksiyonu verildiginde
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seklinde yazilabilir. Burada K, (), f (x) ile onun Taylor polinomu arasindaki farki gostermek-
tedir. Yukaridaki esitlikten n — oo i¢in limit alindiginda (1) serisinin f (z) degerine yakinsak

olmast igin gerek ve yeter sart lim K, (z) = 0 olmasidir.

Ornek 1. f () =", b#1,b> 0 ile tammh f fonksiyonunun x = 0 noktasindaki Taylor seri

acilimini bulunuz.

Coziim. r = 0 noktasindaki Taylor seri acilimina ¢zel olarak Maclaurain seri agilimi denir.
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ifadesinde bilinmeyen degerleri bulalim.
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olup f® (0) = (Inb)" olarak bulunur.
Simdi
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olmak tizere 0 < z < ¢ ve x < ¢ < 0 araliklarinda K, (=) ifadesini inceleyelim.

i) 0 < & < ¢ olsun. Burada

Z |K,, (z)| yakmsak = lim |K, (z)]=0= lim K, (z) =0
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oldugundan verilen aralikta Z | K, ()| serisinin yakinsak oldugunu gosterelim. Bunun igin
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Oran Testi kullanilirsa,
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olup 0 < 1 oldugundan Z | K, (x)] serisi her z € R i¢in yakinsaktir. Yani, lim K, (x) = 0.
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ii) Benzer gekilde x < ¢ < 0 igin de yapilir.

O halde (1) esitliginde n — oo igin limit alinirsa

bulunur.

Ornek 2. f () = cos ax ile tanimlh fonksiyonun = = 0 civarindaki Taylor seri agilimini bulunuz.

Coziim.

ifadesinde bilinmeyen degerleri bulalim. Oncelikle

f(z) = cosax
f'(z) = —asinaz = acos (am + g)
2
f"(z) = —a®cosar = a®cos (aw + g)

3
f"(x) = a®sinax = a®cos (am - g)

f®(z) = d*cos (am + k%r)

k
olup f* (0) = a* cos (g) olarak bulunur. Simdi
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olmak iizere 0 < z < ¢ ve x < ¢ < 0 araliklarinda K, (=) ifadesini inceleyelim.
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i) 0 < x < ¢ olsun. Z | K, ()| serisinin yakimsakhigima bakildiginda
k=1
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olup Oran testi uygulanirsa
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bulunur. 0 < 1 oldugundan Z | K, ()| serisi her z € R igin yakmsaktir. Yani, lim K, (z) = 0.
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ii) Benzer sekilde x < ¢ < 0 igin de yapilir.

O halde (2) esitliginde n — oo igin limit alinirsa

bulunur.

Ornek 3. f(z) = z* 4 42% — 322 + 2 — 1 ile verilen fonksiyonu (z — 1)’ in kuvvetlerine gore

aginiz.

Coziim. (x — 1)’ in kuvvetlerine gore agmak demek f fonksiyonunun z = —1 civarindaki



Taylor acilimini bulmak demektir. O halde

fla) = a*+42° - 322 +2— 1= f(~1) = -8
flz) = 42° 41202 =62 +1= f'(-1) =15
f"(x) = 1222 +24r -6 = f"(-1) = —18
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olup k > 5 icin f® () = 0 bulunur. Buradan f®*) (—1) = 0 olur. Buradan
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ifadesi n > 4 sifira egittir. Yani

(Ko (2)) = (Ky (2), K2 (2), Ks(2), Ka(2), K5 (2),...)

oldugundan lim K, () = 0 bulunur. Dolayisiyla
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ifadesinde n — oo i¢in limit alinirsa
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olarak elde edilir.



