8. ORTOGONAL VE ORTONORMAL FONKSIiYONLAR SiSTEMi

Tanim 1. (Diizgiin Siireksizlik Noktasi): f fonksiyonunun z, noktasinda sag ve sol lim-
itleri sonlu degerler olup, bu iki limit birbirinden farkli ise xq bir diizgiin siireksizlik noktasidir

denir. Burada sag ve sol limitler sirasiyla agagidaki gibidir

flzg) = lim f (29 +¢)

f(zg) = li_r)r(l)f(xo—e).

Tanim 2. (Pargali Siirekli Fonksiyon): [a,b] aralhiginda, f fonksiyonu sonlu sayida diizgiin

siireksizlik noktast diginda siirekli ise f fonksiyonu parcal siireklidir denir.

Ornek 1. Asagida verilen fonksiyonlarm verilen aralikta parcali siirekli olup olmadiklarim

belirtiniz. Varsa, diizgiin siireksizlik noktasindaki sag ve sol limitleri bulunuz.

2 , 0<z<1 l—2z , 1<2<?2

b) f(z) =

22 1<w<2 -, 2<zr<3

a) f(x) =
Coziim.
a) Aralik [0,2], o = 1 € [0, 2] kritik nokta olmak tizere

ft) = yg(l)f(1+e)=yg(l)(1+s)2=1

f(17) = limf(l-c)=lm2=2

bulunur. Burada f(17) # f(17) oldugundan zy = 1 diizgiin siireksizlik noktasidir. [0, 2]
araliginda diizgiin siireksizlik nokta sayisi 1 olup sonlu oldugundan f fonksiyonu [0, 2] araliginda

pargali siireklidir.
b) Aralik [1, 3], o = 2 € [1, 3] kritik nokta olmak tizere

2+¢ 2
2t) = limf(2+¢e) =lim-——" == —
f( ) sli%f( +€) EILI(I)Q—I—&“—Z 0 o0

F(27) = lmf@2-¢)=lm(1+e-2)=-1



olup f (2") sonlu olmadigindan zy = 2 bir diizgiin siireksizlik noktas1 degildir. Dolayisiyla, f
fonksiyonu [1, 3] araliginda pargali siirekli degildir.

Tanim 3. (Cift Fonksiyon): Simetrik aralikta tammh bir f fonksiyonu tamm kiimesindeki
her z igin f (—x) = f (x) sartin1 saghyorsa f fonksiyonuna ¢ift fonksiyondur denir. Grafigi y

eksenine gore simetriktir.

Tanim 4. (Tek Fonksiyon): Simetrik aralikta taniml bir f fonksiyonu tamm kiimesindeki
her x i¢in f (—z) = —f (z) sartim1 saghyorsa f fonksiyonuna tek fonksiyondur denir. Grafigi

orjine gore simetriktir.

Ornek 2. Simetrik kiime iizerinde tanimh agagidaki fonksiyonlarm teklik ve ¢iftlik durumlarim

inceleyiniz.
a) f(z)=323+2:>+x b) f(x)=¢" c) f(z) =a%sinz
Coziim.

a)

f(x) = 32 +22° + o

f(=2) = =32°+22° -2

olup ne tek ne cift fonksiyondur.

b)

oldugundan ¢ift fonksiyondur.
c)

f(z) = 2°sinx

f(—z) = —a*sinz



olup f (—xz) = —f (x) oldugundan tek fonksiyondur.

Tanim 5. (Periyodik Fonksiyon): f, [a,b] arahginda pargal siirekli bir fonksiyon olsun.
Eger, her z € Rigin f (z 4+ p) = f (x) olacak bigimde p # 0 € R varsa f fonksiyonuna periyodik
fonksiyon, p degerine de peryot denir. f (z + kp) = f (x), k € Z pozitif p periyotlar1 arasinda

bir en kiigiigii varsa buna asil peryot denir.

Ornek 3. Asagidaki fonksiyonlarin periyodikliklerini inceleyiniz ve periyodik olanlarin asil

peryotlarini bulunuz.
a) f(x)=sin3z b) f(z)=xcosx
Coziim.

a) Her z i¢in f (x + p) = f () olacak sekilde p # 0 € R sayisim ariyoruz.

f(x+p) =sin3(x+p) =sin(3z + 3p) =sin3z

ve
sin (3x + 3p) = sin 3z cos 3p + cos 3z sin 3p
olup
cosdp = 1
sindp = 0

sartlarini saglayan p

3p = 2%m keZ

2km
= — keZ
p 3

2
olarak elde edilir. Burada k =1 igin p = ?ﬂ asil peryottur.



b) Her x igin
f(x+p)=(x+p)cos(x+p)=zcosz

ve
(x 4+ p) (cosxcosp —sinzsinp) = zcosx
xcoswcosp+pcosrcosp — (x4 p)sinxsinp = wcosz
olup
cosp = 1
cosp = 0

olacak bigimde p bulunmadigindan f (x) periyodik fonksiyon degildir.

Tanim 6. (Ortogonal Fonksiyon): Bir [a, b] araliginda integrallenebilen fonksiyonlarin bir

dizisi {¢,, (z)} olsun. Her x € [a,b] i¢in ¢ () > 0 olan bir fonksiyon olmak iizere

b

(6s ) = / b (2) by (2) g () dz = 0, (1 # )

a

ise {¢,, (x)} fonksiyon dizisi [a, b] araliginda ¢ fonksiyonuna gore ortogonaldir denir. Eger

ise {¢,, (x)} fonksiyon dizisi [a, b] araliginda ¢ fonksiyonuna gore ortonormaldir denir.

Burada {¢, } ortogonal sisteminin normu

: ;
bl = / & (1) ¢ (z) d



seklindedir.

Ornek 4. {¢,(2)} = {2cosnz + 3sinbna} fonksiyon dizisi, [—, 7] arahginda ¢ (z) = 1
agirlik fonksiyonuna gore ortogonal midir 7 Gosteriniz. Kargilik gelen ortonormal sistemi

bulunuz.

Coziim.

(b)) = / b (1) by ()

= / (2 cosnz + 3sinbx) (2 cosmx + 3sin bmz) dx

™ ™

= 8/ cos nx cos mxdx + 18/ sin bnx sin bmadx

0 0
by

= 4/{cos(n~|—m)x+cos(n—m)x}d:v

+9/{c085(n—m)x—cos5(n+m)x}d:c
0

= 0

olup {¢, (z)} fonksiyon dizisi, [—m, 7] arahginda ¢ (x) = 1 agirlik fonksiyonuna gore ortogo-

naldir. Simdi normunu bulalim.

o, = [ (@) ds

= / (2 cos na: + 3sin 5nzx)” dzx
_ 8/W1+cos2nxd$+18/7r1—cos 10nxd$
2 2
0 0
= 13«



olup buradan ||¢, || = v/ 137 olarak bulunur. Dolayisiyla verilen sistem

(60:6,) = A

137, m=n

seklindedir. Karsilik gelen ortonormal sistem her bir elemanin norma yani v/137’ ye boliin-

2 3
——— CcoSNT + ——sin dHnx
{ VaRY V13w }

mesiyle elde edilir. Yani,

olarak elde edilir.



