
8. ORTOGONAL VE ORTONORMAL FONKS·IYONLAR S·ISTEM·I

Tan¬m 1. (Düzgün Süreksizlik Noktas¬): f fonksiyonunun x0 noktas¬nda sa¼g ve sol lim-

itleri sonlu de¼gerler olup, bu iki limit birbirinden farkl¬ise x0 bir düzgün süreksizlik noktas¬d¬r

denir. Burada sa¼g ve sol limitler s¬ras¬yla aşa¼g¬daki gibidir

f
�
x+0
�
= lim

"!0
f (x0 + ")

f
�
x�0
�
= lim

"!0
f (x0 � ") .

Tan¬m 2. (Parçal¬Sürekli Fonksiyon): [a; b] aral¬¼g¬nda,f fonksiyonu sonlu say¬da düzgün

süreksizlik noktas¬d¬̧s¬nda sürekli ise f fonksiyonu parçal¬süreklidir denir.

Örnek 1. Aşa¼g¬da verilen fonksiyonlar¬n verilen aral¬kta parçal¬ sürekli olup olmad¬klar¬n¬

belirtiniz. Varsa, düzgün süreksizlik noktas¬ndaki sa¼g ve sol limitleri bulunuz.

a) f (x) =

8<: 2 ; 0 � x < 1

x2 ; 1 < x � 2
b) f (x) =

8<: 1� x ; 1 � x < 2
x
x�2 ; 2 < x � 3

Çözüm.

a) Aral¬k [0; 2], x0 = 1 2 [0; 2] kritik nokta olmak üzere

f
�
1+
�
= lim

"!0
f (1 + ") = lim

"!0
(1 + ")2 = 1

f
�
1�
�
= lim

"!0
f (1� ") = lim

"!0
2 = 2

bulunur. Burada f (1+) 6= f (1�) oldu¼gundan x0 = 1 düzgün süreksizlik noktas¬d¬r. [0; 2]

aral¬¼g¬nda düzgün süreksizlik nokta say¬s¬1 olup sonlu oldu¼gundan f fonksiyonu [0; 2] aral¬¼g¬nda

parçal¬süreklidir.

b) Aral¬k [1; 3], x0 = 2 2 [1; 3] kritik nokta olmak üzere

f
�
2+
�
= lim

"!0
f (2 + ") = lim

"!0

2 + "

2 + "� 2 =
2

0
=1

f
�
2�
�
= lim

"!0
f (2� ") = lim

"!0
(1 + "� 2) = �1
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olup f (2+) sonlu olmad¬¼g¬ndan x0 = 2 bir düzgün süreksizlik noktas¬de¼gildir. Dolay¬s¬yla, f

fonksiyonu [1; 3] aral¬¼g¬nda parçal¬sürekli de¼gildir.

Tan¬m 3. (Çift Fonksiyon): Simetrik aral¬kta tan¬ml¬bir f fonksiyonu tan¬m kümesindeki

her x için f (�x) = f (x) şart¬n¬sa¼gl¬yorsa f fonksiyonuna çift fonksiyondur denir. Gra�¼gi y

eksenine göre simetriktir.

Tan¬m 4. (Tek Fonksiyon): Simetrik aral¬kta tan¬ml¬bir f fonksiyonu tan¬m kümesindeki

her x için f (�x) = �f (x) şart¬n¬sa¼gl¬yorsa f fonksiyonuna tek fonksiyondur denir. Gra�¼gi

orjine göre simetriktir.

Örnek 2. Simetrik küme üzerinde tan¬ml¬aşa¼g¬daki fonksiyonlar¬n teklik ve çiftlik durumlar¬n¬

inceleyiniz.

a) f (x) = 3x3 + 2x2 + x b) f (x) = ex2 c) f (x) = x2 sin x

Çözüm.

a)

f (x) = 3x3 + 2x2 + x

f (�x) = �3x3 + 2x2 � x

olup ne tek ne çift fonksiyondur.

b)

f (x) = ex
2

= f (�x)

oldu¼gundan çift fonksiyondur.

c)

f (x) = x2 sin x

f (�x) = �x2 sin x
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olup f (�x) = �f (x) oldu¼gundan tek fonksiyondur.

Tan¬m 5. (Periyodik Fonksiyon): f , [a; b] aral¬¼g¬nda parçal¬sürekli bir fonksiyon olsun.

E¼ger, her x 2 R için f (x+ p) = f (x) olacak biçimde p 6= 0 2 R varsa f fonksiyonuna periyodik

fonksiyon, p de¼gerine de peryot denir. f (x+ kp) = f (x), k 2 Z pozitif p periyotlar¬aras¬nda

bir en küçü¼gü varsa buna as¬l peryot denir.

Örnek 3. Aşa¼g¬daki fonksiyonlar¬n periyodikliklerini inceleyiniz ve periyodik olanlar¬n as¬l

peryotlar¬n¬bulunuz.

a) f (x) = sin 3x b) f (x) = x cosx

Çözüm.

a) Her x için f (x+ p) = f (x) olacak şekilde p 6= 0 2 R say¬s¬n¬ar¬yoruz.

f (x+ p) = sin 3 (x+ p) = sin (3x+ 3p) = sin 3x

ve

sin (3x+ 3p) = sin 3x cos 3p+ cos 3x sin 3p

olup

cos 3p = 1

sin 3p = 0

şartlar¬n¬sa¼glayan p

3p = 2k�, k 2 Z

p =
2k�

3
, k 2 Z

olarak elde edilir. Burada k = 1 için p =
2�

3
as¬l peryottur.
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b) Her x için

f (x+ p) = (x+ p) cos (x+ p) = x cosx

ve

(x+ p) (cos x cos p� sin x sin p) = x cosx

x cosx cos p+ p cosx cos p� (x+ p) sinx sin p = x cosx

olup

cos p = 1

cos p = 0

olacak biçimde p bulunmad¬¼g¬ndan f (x) periyodik fonksiyon de¼gildir.

Tan¬m 6. (Ortogonal Fonksiyon): Bir [a; b] aral¬¼g¬nda integrallenebilen fonksiyonlar¬n bir

dizisi f�n (x)g olsun. Her x 2 [a; b] için q (x) > 0 olan bir fonksiyon olmak üzere

(�n; �m) =

bZ
a

�n (x)�m (x) q (x) dx = 0; (m 6= n)

ise f�n (x)g fonksiyon dizisi [a; b] aral¬¼g¬nda q fonksiyonuna göre ortogonaldir denir. E¼ger

bZ
a

�n (x)�m (x) q (x) dx = 1; (m = n)

ise f�n (x)g fonksiyon dizisi [a; b] aral¬¼g¬nda q fonksiyonuna göre ortonormaldir denir.

Burada f�ng ortogonal sisteminin normu

k�nk =

0@ bZ
a

�2n (x) q (x) dx

1A
1

2
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şeklindedir.

Örnek 4. f�n (x)g = f2 cosnx+ 3 sin 5nxg fonksiyon dizisi, [��; �] aral¬¼g¬nda q (x) = 1

a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonal midir ? Gösteriniz. Kaŗs¬l¬k gelen ortonormal sistemi

bulunuz.

Çözüm.

(�n; �m) =

�Z
��

�n (x)�m (x) dx

=

�Z
��

(2 cosnx+ 3 sin 5x) (2 cosmx+ 3 sin 5mx) dx

= 8

�Z
0

cosnx cosmxdx+ 18

�Z
0

sin 5nx sin 5mxdx

= 4

�Z
0

fcos (n+m)x+ cos (n�m)xg dx

+9

�Z
0

fcos 5 (n�m)x� cos 5 (n+m)xg dx

= 0

olup f�n (x)g fonksiyon dizisi, [��; �] aral¬¼g¬nda q (x) = 1 a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogo-

naldir. Şimdi normunu bulal¬m.

k�nk
2 =

�Z
��

�2n (x) dx

=

�Z
��

(2 cosnx+ 3 sin 5nx)2 dx

= 8

�Z
0

1 + cos 2nx

2
dx+ 18

�Z
0

1� cos 10nx
2

dx

= 13�
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olup buradan k�nk =
p
13� olarak bulunur. Dolay¬s¬yla verilen sistem

(�n; �m) =

8<: 0 ; m 6= n
p
13� ; m = n

şeklindedir. Kaŗs¬l¬k gelen ortonormal sistem her bir eleman¬n norma yani
p
13��ye bölün-

mesiyle elde edilir. Yani, �
2p
13�

cosnx+
3p
13�

sin 5nx

�

olarak elde edilir.
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