
14. D·IR·ICHLET ·INTEGRAL FORMÜLÜ-BESSEL EŞ·ITS·IZL·I¼G·I VE

PARSEVAL ÖZDEŞL·I¼G·I

14.1. Dirichlet ·Integral Formülü

Verilen bir f fonksiyonuna kaŗs¬l¬k gelen 2� peryotlu Fourier serisinin,

f(x) =
a0
2
+

1X
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

ve Fourier katsay¬lar¬n¬n,

ak =
1

�

�Z
��

f(x) cos kx dx ; k = 0; 1; 2; :::

bk =
1

�

�Z
��

f(x) sin kx dx ; k = 1; 2; :::

olduklar¬n¬biliyoruz. Şimdi f fonksiyonunun Fourier serisinin

sn(x) =
a0
2
+

nX
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) (1)

n-yinci k¬smi toplam¬n¬gözönüne alal¬m. ak ve bk Fourier katsay¬lar¬sn(x) de yerlerine yaz¬l¬rsa

sn(x) =
1

2�

�Z
��

f(t) dt+
1

�

nX
k=1

8<:
0@ �Z
��

f(t) cos kt dt

1A cos kx+
0@ �Z
��

f(t) sin kt dt

1A sin kx
9=;

=
1

�

�Z
��

f(t)

"
1

2
+

nX
k=1

(cos kt cos kx+ sin kt sin kx)

#
dt

(2)

=
1

�

�Z
��

f(t)

"
1

2
+

nX
k=1

cos k(t� x)
#
dt (3)
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olur. Köşeli parantez içindeki toplam¬

Dn(t� x) =
1

2
+

nX
k=1

cos k(t� x)

ile gösterelim. Bu toplam¬bulmak için,

2 sin
�

2
cos k� � sin(k + 1

2
)�� sin(k � 1

2
)�

trigonometrik özdeşli¼ginde, k ya s¬ra ile 1 den n ye kadar de¼gerler verip elde ediken eşitlikleri

taraf tarafa toplad¬ktan sonra her iki tarafa sin
�

2
ekledi¼gimizde

2 sin
�

2

"
1

2
+

nX
k=1

cos k�

#
= sin

�

2
+

�
sin
3�

2
� sin �

2

�
+ :::+

�
sin(n+

1

2
)�� sin(n� 1

2
)�

�

= sin(n+
1

2
)�

eşitli¼gini elde ederiz. Buradan

Dn(�) =
1

2
+

nX
k=1

cos k� =
sin(n+

1

2
)�

2 sin
�

2

(4)

bulunur. Dn(�) ifadesineDirichlet toplam¬ ya da Dirichlet çekirde¼gi denir. (3) de

� = t� x konularak elde edilen Dn(t� x) in de¼geri (2) de yerine konulursa

sn(x) =
1

�

�Z
��

f(t)

sin

�
(n+

1

2
)(t� x)

�
2 sin

�
t� x
2

� dt (5)

bulunur. Bu integralde t� x = s de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬larak,

sn(x) =
1

�

��xZ
���x

f(s+ x)

sin

�
(n+

1

2
)s

�
2 sin(

s

2
)

ds (6)
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elde ederiz. f(x); 2� peryotlu periyodik bir fonksiyon oldu¼gundan,

�(s) = f(s+ x)

sin

�
(n+

1

2
)s

�
2 sin(

s

2
)

(7)

de 2� peryotlu periyodik bir fonksiyondur. O halde (5) ifadesini aşa¼g¬daki gibi yazabiliriz.

sn(x) =
1

�

�Z
��

f(s+ x)

sin

�
(n+

1

2
)s

�
2 sin(

s

2
)

ds (8)

sn(x) toplam¬için bulunan (7) formülü, Dirichlet integral formülü olarak bilinir. Şimdi (6)

eşitli¼ginde verdi¼gimiz � nin 2� peryotlu oldu¼gunu görelim. f nin 2� peryotlu oldu¼gu gözönünde

tutularak,

� (s+ 2�) = f [(s+ 2�) + x]

sin

�
(n+

1

2
) (s+ 2�)

�
2 sin

�
s+ 2�

2

�

= f [(s+ x) + 2�]

sin

�
(n+

1

2
)s+ (2n+ 1) �

�
2 sin

�s
2
+ �
�

= f (s+ x)

sin

�
(n+

1

2
)s

�
cos (2n+ 1) �

2 sin(
s

2
) cos �

= f (s+ x)

sin

�
(n+

1

2
)s

�
2 sin(

s

2
)

= � (s)

bulunur. O halde � ; 2� peryotludur. Di¼ger yandan (6) eşitli¼ginin f � 1 ve s = � özel hali

(3) deki Dn(�) ya kaŗs¬l¬k geldi¼ginden, Dn(�) Dirichlet çekirde¼gi de 2� peryotlu periyodik bir

fonksiyondur.

14.2. Bessel Eşitsizli¼gi ve Parseval Özdeşli¼gi
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(��; �) aral¬¼g¬nda f(x) fonksiyonunun

f (x) =
a0
2
+

1X
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

Fourier serisini ve

sn(x) =
a0
2
+

nX
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

n-yinci k¬smi toplamlam¬n¬göz önüne alal¬m. Her n için,

[f(x)� sn(x)]2 � 0

olaca¼g¬ndan
�Z

��

[f(x)� sn(x)]2 dx � 0 (9)

olur. (8) eşitsizli¼gi aç¬k şekilde yaz¬l¬d¬¼g¬nda,

�Z
��

[f(x)� sn(x)]2 dx =
�Z

��

[f(x)]2 dx� 2
�Z

��

f(x) sn(x) dx+

�Z
��

[sn(x)]
2 dx � 0

olur. Fourier katsay¬lar¬ için bilinen eşitliklerden ve trigonometrik fonksiyonlar için verilen

ortogonallik ba¼g¬nt¬lar¬ndan kullan¬larak aşa¼g¬daki eşitlikleri yazabiliriz.

�Z
��

f(x) sn(x) dx =

�Z
��

f(x)

"
a0
2
+

nX
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

#
dx

=
�a20
2
+ �

nX
k=1

�
a2k + b

2
k

�
ve

�Z
��

s2n(x) dx =

�Z
��

"
a0
2
+

nX
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

#2
dx

=
�a20
2
+ �

nX
k=1

�
a2k + b

2
k

�
:
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Buradan
�Z

��

[f(x)� sn(x)]2 dx =
�Z

��

f 2(x) dx�
"
�a20
2
+ �

nX
k=1

�
a2k + b

2
k

�#
� 0

ifadesini ve
a20
2
+

nX
k=1

�
a2k + b

2
k

�
� 1

�

�Z
��

f 2(x) dx (10)

eşitsizli¼gini buluruz. (9) eşitsizli¼ginin sa¼g yan¬n den ba¼g¬ms¬z oldu¼gundan,

a20
2
+

1X
k=1

�
a2k + b

2
k

�
� 1

�

�Z
��

f 2(x) dx (11)

elde ederiz. (10) ba¼g¬nt¬s¬na Bessel Eşitsizli¼gi denir. (9) nin sol yan¬üstten s¬n¬rl¬oldu¼gundan,

a20
2
+

1X
k=1

�
a2k + b

2
k

�
serisi yak¬nsakt¬r. Yak¬nsak bir serinin genel teriminin limiti s¬f¬r olaca¼g¬ndan,

lim
k!1

ak = 0 ; lim
k!1

bk = 0

sa¼glanmal¬d¬r. Bu demektir ki, bir Fourier serisinde Fourier katsay¬lar¬s¬f¬ra yaklaş¬rlar. Bir f

fonksiyonu için,

lim
n!1

�Z
��

"
f(x)�

 
a0
2
+

nX
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

!#2
dx = 0 (12)

oluyorsa, f fonksiyonunun Fourier serisi f(x) e yak¬nsakt¬r denir. (11) eşitli¼ginin geçerli olmas¬

halinde (10) Bessel eşitsizli¼gi de eşitlik olarak geçerlidir. Aşa¼g¬da verilen bu eşitli¼ge de

a20
2
+

1X
k=1

�
a2k + b

2
k

�
� 1

�

�Z
��

f 2(x) dx

Parseval Özdeşli¼gi denir.
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