14. DIRICHLET INTEGRAL FORMULU-BESSEL ESIiTSIZLiGi VE
PARSEVAL OZDESLiGi

14.1. Dirichlet Integral Formiilii

Verilen bir f fonksiyonuna karsilik gelen 27 peryotlu Fourier serisinin,

a :
flz) = 30 + Z(ak cos kx + by, sin kx)

00
k=1

ve Fourier katsayilarinin,

1 s
ar = —/f(x)coskxdx o k=0,1,2,..
T

1 s
b, = —/f(x)sink:xdx o k=1,2,..
™

olduklarmi biliyoruz. Simdi f fonksiyonunun Fourier serisinin

a . :
sp(x) = EO + Z(ak cos kx + by sin kx) (1)
k=1

n-yinci kismi toplamini gézoniine alalim. ay, ve by, Fourier katsayilar s,,(x) de yerlerine yazilirsa

] T ] n T T ‘ ‘
sp(x) = %/f(t)dt—l—;; /f(t)cosktdt cos kx + /f(t)smktdt sin kx

™

1 K0

—T

1 n
5t ; (cos kt cos kx + sin kt sin k;x)] dt




olur. Koseli parantez i¢indeki toplami

3

1
D,(t—z)= §+ cosk(t — )
k=1
ile gosterelim. Bu toplami bulmak i¢in,
1 1
2sin % cos ka = sin(k + 5)04 — sin(k — 5)04

trigonometrik 6zdegliginde, k ya sira ile 1 den n ye kadar degerler verip elde ediken esitlikleri

a
taraf tarafa topladiktan sonra her iki tarafa sin 5 ekledigimizde

2 2

1« 1 1
3 + Zcos ka] — sine 4 {smg—a — sin 21 + ..+ {sin(n—i— é)a — sin(n — 5)04

1

= sin(n + 5)04
esitligini elde ederiz. Buradan
) 1
1 & sin(n + 5)04
D, (a) = §—|—Zcoska: —a (4)
1 2 sin 5

bulunur. D, («) ifadesine Dirichlet toplams ya da Dirichlet ¢ekirdegi denir. (3) de

a =t — x konularak elde edilen D, (t — x) in degeri (2) de yerine konulursa

sin [ ;)(t _ x)} )

/f rin(29) (5)
2

bulunur. Bu integraldet — x = s degisken degistirmesi yapilarak,

[ 1
sin |(n +

/ F(s+ ) v 2))] ds (6)




elde ederiz. f(x), 27 peryotlu periyodik bir fonksiyon oldugundan,

sin [(n + %)s]

5
2sin( =
Sm(z)

¢(s) = f(s +x) (7)

de 27 peryotlu periyodik bir fonksiyondur. O halde (5) ifadesini agagidaki gibi yazabiliriz.

sin [(n + %)s} .

2 sin(f

5)

@) =+ [ fs42) ®)

sp(x) toplami i¢in bulunan (7) formiilii, Dirichlet integral formailii olarak bilinir. Simdi (6)
esitliginde verdigimiz ¢ nin 27 peryotlu oldugunu gorelim. f nin 27 peryotlu oldugu gézoniinde

tutularak,

sin [m P (s 2@}

2
2 sin <S + W)
2

sin [(n + %)s +(2n+1) w]

2 sin (g +7T>

d(s+2m) = fl(s+2m)+ ]

= fl(s+x)+ 27|

| sin {(n + %)3} cos (2n+ 1) 7

= f(s+x —3
251n(5) CoS T

) 1
e — 2{(”?} =6(s)
2

bulunur. O halde ¢, 27 peryotludur. Diger yandan (6) esitliginin f =1 ve s = « ozel hali
(3) deki D,,(«) ya karsihk geldiginden, D,,(«) Dirichlet ¢ekirdegi de 27 peryotlu periyodik bir

fonksiyondur.

14.2. Bessel Esitsizligi ve Parseval Ozdesligi



(—m,m) arahgimda f(x) fonksiyonunun

f(x)= % + Z (ay cos kx + by sin kx)
k=1
Fourier serisini ve
sn(z) = % + (ay cos kx + by sin kx)
k=1

n-yinci kismi toplamlamini goz 6éniine alalim. Her n igin,
[f(z) = sn(x)]* >0

olacagindan

[ @) = @ d 0 ©)

olur. (8) esitsizligi agik sekilde yazilidiginda,

m ™ ™ ™

[ 5@ = sutade = [ (e =2 [ @) sufe) ot [ fsa @) do =0

—T —T —T —T

olur. Fourier katsayilar1 icin bilinen esitliklerden ve trigonometrik fonksiyonlar igin verilen

ortogonallik bagintilarindan kullanilarak asagidaki esitlikleri yazabiliriz.

™ K

/f(:v) Sp(x)dr = /f(x) % + Z (ag cos kx + by sin kx)] dx
e e k=1
mag 5
k=1
ve
™ 7T n 2
/si(x) dex = / % + ) (ay cos kx + by sin k:x)] dx
7 e k=1
mag 5
k=1



Buradan
™

™ 2 n
[ 5@ = s@do= [ Faydn |43 (a4 7)
S e k=1
ifadesini ve
ag - 2 2

k:l
esitsizligini buluruz. (9) esitsizliginin sag yani n den bagimsiz oldugundan,

2
Qg

>+

WE

(@ +8) < [ Pla)da (11)

=
Il

1

elde ederiz. (10) bagmtisina Bessel Fgitsizligi denir. (9) nin sol yan iistten simirh oldugundan,

2 o0
a,
50 + kg_l ak+b2

serisi yakinsaktir. Yakimsak bir serinin genel teriminin limiti sifir olacagindan,

li = li =
R =0 k=0

saglanmalidir. Bu demektir ki, bir Fourier serisinde Fourier katsayilar: sifira yaklagirlar. Bir f

fonksiyonu ic¢in,

lim [f(x) — (— + Y (ay, cos kx + by sin kx))] dxr =0 (12)

k=1

oluyorsa, f fonksiyonunun Fourier serisi f(x) e yakinsaktir denir. (11) esitliginin gegerli olmasi

halinde (10) Bessel esitsizligi de egitlik olarak gegerlidir. Agagida verilen bu esitlige de
@ | o 2 — 2(

Parseval Ozdesligi denir.



