
2.2.4 (t− a)β nın Riemann-Liouville Kesirli Türevi:

Şimdi, νεIR olmak üzere

f(t) = (t− a)υ

kuvvet fonksiyonunun Riemann-Liouville kesirli türevi

aD
p
t ((t− a)υ) =

Γ(1 + υ)

Γ(1 + υ − p)(t− a)υ−p

dir.

2.2.5 TamsayıBasamaktan Türevlerle Birleştirilmesi

Birçok uygulama probleminde Riemann-Liouville kesirli türevinin tam-
sayıbasamaktan türevlerle birleştirilmesi görülmektedir.
Şimdi p reel basamaktan Riemann-Liouville kesirli türevinin n. basamak-

tan türevini ele alalım. Riemann-Liouville türevinin tanımınıkullanarak

dn

dtn
(aD

k−α
t f(t)) =

1

Γ(α)

dn+k

dtn+k

t∫
a

(t− τ)α−1f(τ)dτ

= aD
n+k−α
t f(t) (0 < α ≤ 1)

ve p = k − α alırsak

dn

dtn
(aD

p
t f(t)) =a D

n+p
t f(t)

elde ederiz.
Ayrıca

aD
−n
t f (n)(t) =

1

(n− 1)!

t∫
a

(t− τ)n−1f (n)(τ)dτ

= f(t)−
n−1∑
j=0

f (j)(a)(t− a)j

Γ(j + 1)

ve
aD

p
t g(t) =a D

p+n
t (aD

−n
t g(t))

dır.
aD

p
t ((t− a)υ), aD−nt f (n)(t) ve aD

p
t g(t) =a D

p+n
t (aD

−n
t g(t)) ifadelerini

kullanırsak

aD
p
t (
dnf(t)

dtn
) ==a D

p+n
t f(t)−

n−1∑
j=0

f (j)(a)(t− a)j−p−n

Γ(1 + j − p− n)
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elde ederiz. Böylece, Grünwald-Letnikov türevinde olduğu gibi, Riemann-
Liouville kesirli türev operatörü aD

p
t de,

dn

dtn
türev operatörüyle yer deği̧stire-

bilirdir. Yani

dn

dtn
(aD

p
t f(t)) =a D

p
t (
dnf(t)

dtn
) =a D

p+n
t f(t)

dir ancak
f (k)(a) = 0 (k = 0, 1, 2, ..., n− 1)

koşulu sağlamalıdır.

2.2.6 Kesirli Türevlerle Birleştirilmesi:

Şimdi iki kesirli Riemann-Liouville kesirli türev operatörünün birleştir-
ilmesini inceleyelim:

aD
p
t (m− 1 ≤ p < m)veaD

q
t (n− 1 ≤ q < n)

kesirli Riemann-Liouville türev operatörlerinin ardı̧sık uygulamasınıele
alalım:

aD
p
t (aD

q
t f(t)) =

dm

dtm

{
aD
−(m−p)
t (aD

p
t f(t))

}
=
dm

dtm

{
aD

p+q−m
t f(t)−

n∑
j=1

[
aD

q−j
t f(t)

]
t=a

(t− a)m−p−j

Γ(1 +m− p− j)

}

aD
p
t (aD

q
t f(t)) =a D

p+q
t f(t)−

n∑
j=1

[
aD

p−j
t f(t)

]
t=a

(t− a)−p−j

Γ(1− p− j)

elde ederiz.
p ve q nun yerleri deği̧stirilirse

aD
q
t (aD

p
t f(t)) =a D

p+q
t f(t)−

m∑
j=1

[
aD

p−j
t f(t)

]
t=a

(t− a)−q−j

Γ(1− q − j)

buluruz.
Yukarıdaki özdeşlikler kaŗsılaştırdı̆gımızda, p = q durumu dı̧sında

aD
p
t ve aD

q
t nun deği̧stirilmeyeceğini görürüz.
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