Ustel Dagiim ve Guvenirlilik Analizi

Bir X rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu,
1
f(x)=§e"‘/9 x>0

oldugunda X rasgele degiskeni ustel dagilima sahiptir.
0:iki durumun gozlenmesi icin gereken ortalama siire ya da olciilebilir uzaklik

x:iki durumun arasinda veya ilk durumun ortaya ¢tkmast icin gereken stre ya da uzaklik

Ustel dagilima sahip bir X rasgele degiskeni i¢in dagilim fonksiyonu,

X
F(x)=1—¢e"90 , x>0

seklindedir.

A
fix)

1/q.

M,(t) =(1—-0t)"1 ¢t <%
EX)=86
Var(X) = 62
U: U(0,1) olmak tizere X = - InU rasgele degiskeni =1 olan iistel dagilima sahiptir. Genel
olarak, 6 (0,00) icin X = - qInU doniisiimii ile elde edilen X rasgele degiskeni g parametreli Ustel

dagilima sahiptir.

Ornekl:
Matlab Kodu

veri=-20*log(rand(500,1));
h=nhistfit(veri,20,'exp");
title('Ustel Dagilim Grafigi');
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Ustel Dagilim Grafigi
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Ornek2: Self servis hizmet veren biiyiik bir lokantada her 5 dakikada ortalama 4 miisterinin kuyruga

girdigi bilinmektedir.

a) 1 dakika i¢erisinde hi¢ miisteri gelmeme olasiligini
b) Birbirini izleyen iki miisteri arasinda en fazla 2 dakika ge¢me olasiligin

¢) Iki miisteri arasinda gegen siirenin 3 dakikadan fazla olma olasiliklarini bulunuz.

Verilen bir baslangi¢c amindan itibaren gegen t stiresi iginde ilgilenilen olayin gergeklesme sayist X
rasgele degiskeni, ortalamasi At olan Poisson Dagilimina sahip iken gelisler arasi siire olarak tanimlanan

T rasgele degiskeninin dagilimi bir iistel dagilimdir.

a) 1 dakikada ortalama 4/5 miisteri geldigine gore hi¢ miisteri gelmeme olasiligi,

-4/5 4/5)0
PX=0)= % = 0.449

b) Gelisler aras1 gegen siirenin olasilik yogunluk fonksiyonu f(t) = %e“‘/ 5t olur.
2
4
P(T<2)= f ge-‘*/Sfdt = 0.7981

0
4
¢) P(T>3)=1-P(T<3)=1-F3)=1-(1-¢73?%)=009072

Ornek3: Belli bir elektronik parca icin y1l olarak dayanma siiresi & = 5 olan iistel dagilima sahip oldugu
bilinsin. X boyle bir parca i¢in dayanma siiresi olmak tizere, X in olasilik yogunluk fonksiyonu,

1

Ze® x>0

f(x)=15
0 ,dy

olarak verilmis olsun. Bdyle bir elektronik parcanin en az 10 yil dayandig: bilindiginde bundan sonra

en az 5 y1l daha dayanmasi olasilig1 nedir?
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10 yil dayandigi bilindiginde en az 5 yil daha dayanmasi olasiligi,

¥

(\)le—x/\r)dx _X/5¥ _3
P(X* 15/X * 10) P(X?® 15ve X2 10) _ P(X® 15) _ 9 _ "¢ s € o
P(X 3 10) P(X® 10 * Lgnisgy - € xis[t g ?
— X 10

10

dir. Parganm 10 y1l dayandig: bilindiginde bundan sonra en az 5 yil daha dayanmasi olasiligi, yeni

goreve baglamig bir par¢anin en az 5 yil dayanmasi olasiligina esittir. Genel olarak tistel dagilimlarda,
P((X® a+x)/(X* a))= P(X* x)

dir. a y1l dayanmus bir parcanin bundan sonra en az X yil daha dayanmasi olasiligi, yeni géreve baslamis
bir parcanin en az X y1l dayanmasi olasiligi kadardir. Bu iistel dagilimin hafizasizlik 6zelligidir. Birgok

elektronik parca bu 6zellige sahiptir. Bunlarin bozulmalarinin sebebi yipranma degil baska etkenlerdir.

Bu durumda, hafizasizlik 6zelligini kullanarak bu sorunun ¢6ziimii asagida verilmistir.

¥
P(X? 5)= (‘)%e' Bax= - e X’Sj =e'» 0,37

5
Guvenirlilik Analizi

Dayanma (yasam) slresi ya da bir par¢anin veya bir sistemin bozuluncaya (dliinceye) kadar gecen

zaman T ile gosterilsin.
R®)=P(T>t), t=0

fonksiyonuna glvenirlilik fonksiyonu (reliability function) denir. Bir sistemin belli bir ¢t amndaki
guvenirliligi (R(t)) bu sistemin t aninda gorev yapabiliyor olmasinin olasiligidir. Bagka bir ifade ile t

anina kadar bozulmamis olmasinin olasiligidir ya da bozulmanin t anindan sonra olmasi olasiligidir.

Pt <T<t+At)T>t
h(t) = lim ,t=0
At—0 At

fonksiyonuna bozulma orani (6liim orami, risk, hazard) denir.
At
h(t)At =~ P(t<T < t+—> t)
olmak Uzere h(t)At degeri, sistemin t amna kadar bozulmadigi bilindiginde (t, t + At] zaman araliginda

bozulma olasilig1 olarak diisiiniiliirse,

Pt<T<t+At)T >t

h(t) = At
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olup, birim zamanda bozulma olasiligidir.

Dayanma siresi T iistel dagilima sahip oldugunda,
1 _t
f@) = rk g ,t>0

t
Ft)=1—-e 0 ,t=0

R(t) =€t t>0

1
= — >
h(t) 7 ,t=>0

Sistem Giivenirliligi
Bir sistem, dayanma siirelerinin bagimsiz oldugu ve olasilik dagilimlar1 bilinen bilesenlerden

(parcalardan) olugsun.

Al A2

A3 A4

Sistem paralel gorev yapan iki alt sistemden olusmaktadir. Alt sistemlerden her biri seri gérev
yapan iki parcadan olusmaktadir. A; olayii numaral (i = 1,2,3,4) parcanin t zaman

biriminden (yildan) fazla dayanma olay1 olsun. Sistemin en az t y1l dayanma olaymin olasiligi,

P[(A1nA)U(A3nA)] =P(A;NnA)+P(A3NnA) —P(ALNA,NA3NAL)

= P(A;1)P(A;) + P(A3)P(A,) — P(A1)P(4,)P(A3)P(A4)
dir. Pargalar igin dayanma suresi T; (i = 1,2,3,4) rasgele degiskeni ve giivenirlilik fonksiyonu
R;(t) = P(T; > t) ile gosterilirse, sistemin glvenirlilik fonksiyonu,
Rs1(t) = R1(E)R,(t) + R3(£)R4(t) — R1 ()R, () R3(£)R4(2)
olur. Pargalar ayni tiirden oldugu i¢in,
Re; () = R2()(2 - R%(t)), t>0

seklinde yazilabilir.
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Ornek4:

A3

Sistem paralel gorev yapan iki alt sistemden olusmaktadir. Alt sistemlerden biri seri gorev
yapan iki par¢adan digeri ise tek parcadan olugsmaktadir. Aj olay1 i numaral (i=1,2,3) parganin

t zaman biriminden (yi1ldan) fazla dayanma olay1 olsun.

a) Sistemin en az t y1l dayanmasi olayinin olasiligini yazimniz.

b) Parcalar icin dayanma suresi Ti (i=1,2,3) rasgele degiskeni ve giivenirlilik fonksiyonu
R (t) = P(T, > t)ile gosterilirse, sistemin giivenirlilik fonksiyonunu yaziniz.

c) Pargalar igin dayanma siiresi =5 yil ortalama ile iistel dagilima sahip olsun. Sistemin en az
5 y1l gorev yapma olasiligmi bulunuz.

d) Sisteme iliskin Matlab kodunu yaziniz ve isletiniz.

Co6zum:
a) P[(A;NA;)UA3] =P(A; NAy) +P(43) — P(A; N4, N A)
= P(A,)P(4,) + P(A3) — P(A1)P(4,)P(45)
b) Rsy(t) = Ri(t)R,(t) + R5(t) — Ry (t)R,(t)R5(t)
Pargalar ayn1 tiirden oldugu igin,
Rg;(t) = R?(t) + Ry (t) — R3(t), t>0

c) Dayanma suresi T iistel dagilima sahip oldugu i¢in, olasilik yogunluk fonksiyonu ve dagilim
fonksiyonu asagida verilmistir.

D

e

f(t) =

,t>0

|~

t
Ft)=1—e B ,t=>0
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d)

Ri(t) =P(T;>t)=1—-F(t)
=1—<1—e_5):e7:e

Rs1(8) = RZ(t) + R, (6) — R} (1)

=(eNH2+e1—(e1)®=04534

Matlab kodu:

n=1000

for i=1:n

T1=-5*log(rand(1));

T2=-5*log(rand(1));

T3=-5*log(rand(1));
TS1(i)=max(min(T1,T2),min(T3));

end

RS1=sum(TS1>5)/n %ortalama dayanma suresi
ETS1=mean(TS1)  %beklenen deger
hist(TS1)

5

5=e

-1
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