iki Degiskenli Olasihk Dagilimlar

1. Kesikli Rasgele Degiskenler
1.1.0rtak Olasihik Fonksiyonu

X ve Y ayni1 6rnek uzayda tanimlanmis kesikli rasgele degiskenler olsun.
PX=xY=y)=P,y)

fonksiyonuna X ve Y rasgele degiskenlerinin ortak olasilik fonksiyonu denir. Bu
fonksiyonun ortak olasilik fonksiyonu olabilmesi i¢in;

a) P(x;y;) = 0; her gergel x; ve y; igin,
b) XiZi Z;o=1 P(x,y;) =1

sartlarin1 saglamalidir.
1.2.Marjinal Olasihk Fonksiyonu

X ve Y aymi 6rnek uzayda tanimlanmis kesikli rasgele degiskenler olsun. Ortak olasilik

fonksiyonu, P(X = x,Y = y) = P(x,y) olduguna gore,

P = ) PY)

yeDy

P(y) = Z P(x,y)

xeDy
olasiliklarina sirastyla X ve Y’nin marjinal olasilik fonksiyonlar1 ad: verilir.
Ornek1: Diizgiin bir paranm ii¢ kez atilisin1 deneyinde drnek uzay,

Q ={YYY,YYT,YTY,TYY,YTT,TYT,TTY,TTT}

X rasgele degiskeni {i¢ atista gelen tura sayisini, Y rasgele degiskeni ise ilk iki atista

gelen tura sayismni gostersin. Bu rasgele vektoriin aldigi degerlerin kiimesi,

Dix vy = 400.0),(10), 1L1),(21).(2.2). 3.2)}

dir. X ve Y rasgele degiskenlerinin ortak olasilik tablosu,
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X\ y 0 1 2 P(X = x)
0 1/8 0 0 1/8

1 1/8 2/8 0 3/8

2 0 2/8 1/8 3/8

3 0 0 1/8 1/8

P(Y =y) | 2/8 478 2/8 1

X’1in marjinal olasilik fonksiyonu,

—\

! =0
g ' "
3
2 5 , X = 1
P(X=x) = Z P(x,y) = ZP(x,y) =13
yeDy y=0 § , X = 2
! =3
\g X =
ve olasilik tablosu,
X 0 1 2 3
fx (%) 1/8 3/8 3/8 1/8
Y’in marjinal olasilik fonksiyonu,
(2
g y=0
3 4 4
P =y)= ) Py =) Pxy) =18 * /=
x€Dy x=0 E —>
g’ "
\

ve olasilik tablosu,

y 0 1 2

P(Y=y) |14 |12 |1/4
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X rasgele degiskeni diizgiin bir paranin {i¢ kez atilisinda gelen turalarin sayis1 olmak

uzere, P(X = 1) olasihgmi, f, , veya f, fonksiyonu yardimiyla hesaplaymiz.
P(X=1)=P(X =LY =0)+P(X =LY =1)=1/8+2/8=3/8

veya marjinal olasilik fonksiyonu ile hesaplanir.
P(X,=1)=3/8

Ug atista gelen tura sayismin ilk iki atista gelen tura sayisina esit olmasi olasilig,

P(X =Y)=P(X =0,Y =0)+P(X =1Y =)+ P(X =2,Y =2)
=1/8+2/8+1/8=1/2

seklinde hesaplanir.
1.3.Kosullu Olasilik Fonksiyonu

Ayni 6rnek uzayda tanimli X ve Y kesikli rasgele degiskenler ise Y=y verilmigsken X’in

kosullu olasilik fonksiyonu,

P(x=xY =y)
P(Y =y)

X=x verilmisken Y’in kosullu olasilik fonksiyonu,

P(xly) =

P(x=x,Y =y)

P(ylx) = PX = )

1.4.Bagimsiz Rasgele Degiskenler

X ve 'Y ayni 6rnek uzayda tanimli kesikli rasgele degiskenleri arasinda,
PX=xY=y)=PX=x)P(Y =)

iliskisi varsa, bu iki rasgele degisken bagimsizdir.

1.5.Beklenen Deger ve Varyans

X ve'Y iki rasgele degisken olsun.

i) EX+Y)=EX)+E()
i)  E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y)
X ve Y bagimsiz iki rasgele degisken ise
i)  EXY)=EX).EXY)
iv) Var(X+Y) =Var(X) + Var(Y) + 2Kov(X,Y)
3
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V) Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y) — 2Kov(X,Y)
1.6.Kosullu Beklenen Deger

Y=y verilmisken X’in kosullu beklenen degeri,

EXIY =) = ) x.P(xly)

X

X=x verilmisken Y’in kosullu beklenen degeri,

EVIX =)= ) y.Py|)

y

1.7.Kosullu Varyans

Y=y verilmisken X’in kosullu varyansi,

Var(X|Y = y) = X [x — EX|y)]?. P(x]y)

biciminde bulunur. Yani, Var(X|Y =y) = E(X?|Y = y) — [E(X|Y = y)]? seklinde
hesaplanir.

Siirekli Rasgele Degiskenler

2.1.0rtak Olasiik Yogunluk Fonksiyonu
X ve Y surekli rasgele degiskenler olsun.

a) f(x,y) = 0herxveyigin
b) J77 J1 G, y)dxdy = 1

Kosullarini saglayan f(x,y) fonksiyonunsa, ortak olasilik yogunluk fonksiyonu adi
verilir.

2.2.Marjinal Olasihk Yogunluk Fonksiyonu
X ve Y siirekli rasgele degiskenler olup, f(X,y) bir ortak olasilik yogunluk fonksiyonu ise,

X rasgele degiskenin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu,

FG) = f £, y)dy

Y rasgele degiskenin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu,
400
fo) =] feuyax
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2.3.Kosullu Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

Y=y verilmisken X’in kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu,

f(xy)
f)

flxly) = ) >0

X=x verilmisken Y’in kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu,

f(xy)
f(x)

flx) = JS(x) >0

2.4.Bagimsiz Siirekli Rasgele Degiskenler

X ve 'Y stirekli rasgele degiskenleri arasinda,

fGy) = fO.f()
iligkisi varsa, bu iki rasgele degisken bagimsizdir.
2.5.Kosullu Beklenen Deger

Y=y verilmisken X’in kosullu beklenen degeri,

E(X|Y = y) = f x. f (x|y)dx

X=x verilmisken Y’in kosullu beklenen degeri,

E(YIX = x) = f y. 1)y

2.6.Kosullu Varyans

Y=y verilmigken X’in kosullu beklenen degeri,

Var(IY =) = [ [x = EKI) P (xly)a

Biciminde bulunur. Yani, Var(X|Y = y) = E(X?|Y = y) — [E(X|Y = y)]? seklinde

hesaplanir.

Dr.Ozlem KAYMAZ
IST 251 Istatistik Laboratuvari I



Ornekl. X ve Y rasgele degiskenlerin ortak olasilik fonksiyonu,
fGy) =5-(x—y) x=123;y=01,

a) f(x,y) bir ortak olasilik fonksiyonu mudur?

b) f(x) ve f(y) marjinal olasilik fonksiyonlarmni bulunuz.
c) P(X = 2|Y = 0) olasiligin1 hesaplaymniz.

d) P(X <2,Y = 2) olasiligin1 hesaplaymiz.

e) P(X >Y) olasiligini hesaplaymniz.

Cozim1:
a) P0)=2(21-0)==>0
SR TT T2

1 1
P(1,1) =ﬁ(2'1 -1) =21 >0

1 4
P(2,0) =ﬁ(2'2 —-0) =21 >0

1 3
P(2,1) =£(2.2 -1) =21 >0

1 6
P(3,0) =£(2.3 —-0) =21 >0

1 5
P(3,1) =i(2.3 -1) =21 >0

3 1
Z Z P(x,y) = P(1,0) + P(1,1) + P(2,0) + P(2,1) + P(3,0) + P(3,1)
x=1y=0

—2+1+4+3+6+5—1
21 21 21 21 21 21

Her iki kosul saglandig1 i¢in fonksiyon bir olasilik yogunluk fonksiyonudur.
b) P(x) =%j—oP(x,y) = ((2x—0) + 2x — 1)) = —(4x — 1)

- 1 1
PG = ) Pty =57 (@ =3+ @ =) +(6-) =5 (12— 3y)

P(X=2,Y=0)+(X=3,Y=0) _ 10/21 _ 5
P(Y=0) 12/21 6

) PX=2ly=0)=
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d P(X<2Y=2)=0

e) PX>Y)=P(1,0)+P(2,0)+P(2,1)+P(3,0) + P(3,1)

_ 1 (2+4+3+6+5)—20
21 21
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