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f: G C RF — R¥ siirekli vektor degerli bir fonksiyon olmak iizere
k-boyutlu lineer olmayan

x(n+1) = £(x(n) (1)

otonom fark denklem sistemi ele alalim.
x*, (1) in bir denge noktasi; yani, f(x*) = x* olsun.
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V : R — R reel degerli bir fonksiyon olsun. V nin (1) sistemine gore

degisimi
(varyasyonu)
AV(x) = V(f(x)) = V(x)
veya
AV(x(n)) = V(f(x(n))) = V(x(n))
= V(x(n+1) = V(x(n))

biciminde hesaplanir.
Buna gére AV/(x) < 0 ise, V fonksiyonu (1) in ¢éziimleri boyunca

artmayandir.
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Asagidaki kosullar saglayan bir V : G € R¥ — R fonksiyonuna H
bélgesinde bir Lyapunov fonksiyonu denir:

(1) V, G uzerinde siireklidir,

(if) x ve f(x) € G igin AV (x) <0 dur.
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Simdi asagidaki tanimi verebilmek icin R da x merkezli y-yaricapli

B(x,7) = {y e R*: |y —x| <7}

acik yuvarini tanimlayalim.

Bir reel degerli V fonksiyonuna, asagidaki kosullarin saglanmasi halinde, x*
noktasinda pozitif definit denir:

(i) V(x*) =0,

(if) ¥ x € B(x*,7), x # x*, igin V(x) > 0.

Matematik Bolimi-MAT444 () 10. Hafta



Lyapunov Kararlihk Teoremleri

x* denge noktasinin bir G komsulugunda (1) denklemi icin bir V' Lyapunov
fonksiyonu varsa ve bu fonksiyon x* noktasinda pozitif definit ise, o zaman
x* denge noktasi kararlidir.
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Teorem

x* denge noktasinin bir G komsulugunda (1) denklemi icin bir V' Lyapunov
fonksiyonu var ve bu fonksiyon x* noktasinda pozitif definit olsun. x # x*
olmak tizere

x,f(x) € G icin AV(x) < 0 ise, o zaman x* denge noktasi asimptotik
kararlidir.
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Teorem

V., bir a > 0 sayisi icin {x € R* : ||x|| > a}iizerinde bir Lyapunov
fonksiyonu olsun.
lim V(x) = o0

[[x[|—e0

kosulu saglaniyorsa, o zaman (1) sisteminin biitiin ¢6ziimleri sinirlidir.
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AV orijinin bir komsulugunda pozitif definit ve V/(a;) > 0 olacak
sekilde bir (a;) — O dizisi var ise, bu durumda (1) sisteminin sifir coziimii
kararsizdir.
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