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f : G � Rk ! Rk sürekli vektör de¼gerli bir fonksiyon olmak üzere
k-boyutlu lineer olmayan

x(n+ 1) = f (x(n)) (1)

otonom fark denklem sistemi ele alal¬m.
x�, (1) in bir denge noktas¬; yani, f (x�) = x� olsun.
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V : Rk ! R reel de¼gerli bir fonksiyon olsun. V nin (1) sistemine göre
de¼gişimi
(varyasyonu)

∆V (x) = V (f (x))� V (x)
veya

∆V (x(n)) = V (f (x(n)))� V (x(n))
= V (x(n+ 1))� V (x(n))

biçiminde hesaplan¬r.
Buna göre ∆V (x) � 0 ise, V fonksiyonu (1) in çözümleri boyunca
artmayand¬r.
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Tan¬m

Aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glayan bir V : G � Rk ! R fonksiyonuna H
bölgesinde bir Lyapunov fonksiyonu denir:
(i) V , G üzerinde süreklidir,
(ii) x ve f (x) 2 G için ∆V (x) � 0 d¬r.
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Şimdi aşa¼g¬daki tan¬m¬verebilmek için Rk da x merkezli γ-yar¬çapl¬

B(x ,γ) =
n
y 2 Rk : ky � xk < γ

o
aç¬k yuvar¬n¬tan¬mlayal¬m.

Tan¬m
Bir reel de¼gerli V fonksiyonuna, aşa¼g¬daki koşullar¬n sa¼glanmas¬halinde, x�

noktas¬nda pozitif de�nit denir:
(i) V (x�) = 0,
(ii) 8 x 2 B(x�,γ), x 6= x�, için V (x) > 0.
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Lyapunov Kararl¬l¬k Teoremleri

Teorem
x� denge noktas¬n¬n bir G komşulu¼gunda (1) denklemi için bir V Lyapunov
fonksiyonu varsa ve bu fonksiyon x� noktas¬nda pozitif de�nit ise, o zaman
x� denge noktas¬kararl¬d¬r.
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Teorem
x� denge noktas¬n¬n bir G komşulu¼gunda (1) denklemi için bir V Lyapunov
fonksiyonu var ve bu fonksiyon x� noktas¬nda pozitif de�nit olsun. x 6= x�
olmak üzere
x , f (x) 2 G için ∆V (x) < 0 ise, o zaman x� denge noktas¬asimptotik
kararl¬d¬r.
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Teorem

V , bir α > 0 say¬s¬için
�
x 2 Rk : kxk > α

	
üzerinde bir Lyapunov

fonksiyonu olsun.
lim

kxk!∞
V (x) = ∞

koşulu sa¼glan¬yorsa, o zaman (1) sisteminin bütün çözümleri s¬n¬rl¬d¬r.
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Teorem
∆V orijinin bir komşulu¼gunda pozitif de�nit ve V (ai ) > 0 olacak
şekilde bir (ai )! 0 dizisi var ise, bu durumda (1) sisteminin s¬f¬r çözümü
karars¬zd¬r.
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