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GIRIS

Bir siirecin davramgmi incelerken ilgili birimlerin ayr ayn ya da biitiin olarak
denklemlerle gosterimi, bir bagka deyisle matematiksel modellenmesi  kimya
mithendisliginde biiyiik ©nem tagwr. Kimya, fizik ve matematikten yararlanarak geligtirilen
model, siirecin belli kogullarda nasil davranacagm ortaya koyar. Omegin;

1. Bir siiregte belli amagla kullanilacak olan 151 degistiricinin boyutlannm belirlenmesi,
2. Bir reaktore beslenen akim ya da akmnlarm sicakhigr yiikseltildiginde olabilecek
degisimlerin Sngdriilmesi gibi problemiere modelleme yoluyla ¢oziim bulunabilir.

Modellenecek siirecin analizinde izlenecek adimlar agagidaki gibi siralanabilir.

1) Sistemni tanimlayan matematiksel modelin olugturulmasi,

2) Modeli ¢bzerek siirecin davramigmin belirlenmesi,

3) Model sonuglarmun sistemin gergek durumu ile kargilagtiriimasi,

4) Modeldeki siirlamalann bulunmasi,

5) Sistem parametrelerinin, stirecin davramg: iizerindeki etkilerinin aragtiriimasi,
6) Cesitli etkiler altndaki davramglarm Sngdriilmesi ve tasarm,

Bu adumlar Sekil 1'deki mantik diyagrammda daha agik olarak gbriilmektedir.
Modellemede yararlamlan Temel Yasalar guniardur:

1) Momentumun korunumu yasasi

2) Enerjinin korunumu yasasi

3) Kiitlenin korunumu yasasi

4) Fizik ve kimyammn diger yasa ve egitlikleri.
Newton yasalari, Termodinamik yasalar, Kimyasal denge,
Hiz egitlikieri.

Matematiksel modelleme ile, agagida 6zetlenen iki durum arasmda, amaca uygun bicimde bir
¢oHziim bulunur,

Sistemin, tiim ayrmtilarryla Miihendislik amaciyla
. . . yeterli sonug alinmasi
ifade edilmesi karmagik [ MODEL[®—] tulis bagit denk lenler

denklemler gerektirir. gerektirir




Sistemin

Problemin
amaclar

Modeli ]
yenr%en Modelin
gozden olusturulmasi

egirme _

Modelin
davranisi

Modelin éngordiigu

degerlerin gergek durumla pe— 1
karsilastirilmasi

Hay e

Uygun

Evet

Amaca uygun degerlerin
bulunmasi ve tasarimi

Sekil 1. Matematiksel modellemenin mantik diyagram



BOLUM 1. MATEMATIKSEL MODELLEME

Kimya miihendisligindeki siireglerin modellenmesi sirasinda; cebirsel, adi tiirevli ve kismi
tiirevli diferansiyel denklemlerle kargilagiir. Burada adi ve kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerle ilgili 6rnek modeller olugturulacaktr.

1.1. Adi Tiirevli Diferansiyel Denklemlerle ilgili Model Olugturma

Omek 1.1 : Bir tankm baglangicta igerdigi 750 L tuz gbzeltisinde 45 kg tuz
bulunmaktadir. Tanka beslenen tuz ¢ozeltisinin akig iz 22,5 L/dk, igindeki tuz miktan 1,8
kg'drr. Kanigmanm tam olarak saglandigt ve yogunlugun degismedigi varsayilabilir. Tanktan
ayrlan tuzlu ¢ozeltinin akiy hzi 15 L/dk ise herhangi bir t anmda tanktaki tuz miktarm
bulunuz.

Coziim : Tam kanigmanm saglandig: bir sistemde, tank igindeki derigim ile tanki terk
eden akimndaki derigim aym olacaktr.

Qq=22.5 L/dk

1.8 _(:‘_E. tuz l

(22.5-9-18) Kl sy Q=15 L /dk
dk |

™~

Vo=7501L
t aninda tanktaki ¢ozeltinin hacmi V litre ve tuz miktan A kg olsun,

Toplam kiitle denkligi:

[Kﬁﬂenin Sisteme} [K{iﬂaﬂn Sistemden] _ ]:Kﬁﬂenm Sistemde]

Giris Hiz1 Cikss Hiz Birikim Hiz:
d(pV
P1IQp - P2Q; = —(gT—) (1)

Burada p; ve p, giren ve cikan tuz ¢bzeltilerinin yofunhigudur. p; = py = p = sabit
oldugundan

Q -Q;= % )
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yazilabilir. Q; ve Q, yerine yazilirsa,

22.5 (LK) - 15 (Lidk) = & (L/dk)

dt
av
7.5 = — 3
= 3)
bulunur. Integrali almdigmda,
V=175t+C (4)

elde edilir. t=0, V=750 L baglangi¢ kogulundan C; = 750 olarak hesaplanir. (4) denkleminde
yerine yazilirsa hacim,

V=7.5t+750 5
bulunur.
Tuz I¢in Kiitle Denkligi:
[Tuzun Girig Hizi|-[Tuzun Cikig Hizt| = [ Tuzun Birikim Hizi |
Akg) _dA
] - 15 — == 6
L8 (kg/dk)— 15 (QL/dk) O - a (kg/dk) ©

(5) egitligi (6)'da yerine yazilir ve diizenlenirse,

1.8-15 —A—— = %
(7.5t+750) dt
dA 2A
— 4+ =18
dt t+160 @

Birinci mertebe lineer diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklem,
% + P(x)y = Q(x)

bigimindedir.,
Yo exp(_jP(x)dx)[ | Q(x)epr P(x)dx Jix + c]

dbnilgiimii ile ¢oziililr. (7) egitliginde,
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pe_2
t+100

ifadesine egittir. Buna gore denklemin ¢6ziimii yapilirsa,

ol g oo e

A= exp(-2In(t + 100)){1. Bjexp( ~21n(t +100))dt + c]

A=(t+100) (L8[ (t+100)%dt+c)

A= (t+100)_2(¥(t+100)3+c]

A = 0.6(t + 100) + ¢ (t + 100)2 )
Baglangic kogulundan (t =0 = A=45kg), ¢=-1.5-10° bulunur. Buna gore,
A = 0.6 (t + 100) — 1.5-105(t + 100)~2 (10)

elde edilir.

Ornek 1.2 : Her biri 50 m? hacimli kangtirmali 3 tank seri olarak baglannustir. Birinci
tanka besleme yapildiginda ii¢ tankta girig ve gikig akig hizlan egit olmaktadir. Her fig tankta da
egderigim ve tam karigma saglanabilmektedir. Boyle bir sistemdeki her bir tank baglangigta Cy
derigiminde ¢ozelti ile doldurulsun. Birinci tanka 300 L/dk akig hizi ile su pompalanmaya
baglandiktan sonra bu tanktaki derigimin Cy/10 deferine ulagmas1 igin gececek zamam
hesaplaymiz. II. ve IT1. tanktaki derigimlerin zamanla degigimini bulunuz.

Coziim :

300L / dk }

01

300L /dk
G4 300 L/dk

C g
I 2 I G 300 L / dk
) (3

80

Herhangi bir t anmda tanktaki derigimler sirasiyla Cy, C,, C5 olsun.
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I. Tank I¢in Bilesen Kiitle Denkligi:

Kiitlenin Sisteme Kiitlenin Sistemden 2 Kiitlenin Sistemde
Girig Hhzt Cikig Hizs "~ | Birikim Hiz

300C—300 C; = 50000 34

L. tanka beslenen akimda tuz olmadigmdan C=0 dir. Buna gbre,

~300 ¢, = 500003
dt
olur. Buradan,
4G
-Cy = 167T— 2
d dt @

birinci mertebe degiskenlerine aynlabilir diferansiyel denklemi bulunur.

II, Tank i¢in Bilegen Kiitle Denkligi:

300c1-3oec2=50000% 3)
300 (C;~Cy) = 50000 %’%

cl—cﬁm%tcz @

1L Tank iin Bilegen Kiitle Denkligi:
300@-30003.—.50000"_;5. )

300 (C,—C3) = 50000 d_;:tl

Cy—Cy =167 ] (©)

(2) esitligi analitik olarak ¢Bziiliirse;
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167 d—ccl—l-z—dt

167 j jdt = 167 "{c&} —t
!
0

Cy =Cp etv167) O]
bulunur.

Cy=Cy/10 igin = Cy/10 = Cy e(V167)

t = 384.5 dk dur.

Not : Bu problemin sayisal ¢ozlimil igin bilgisayar programu ve sonuglar Ek 2'de
verilmigtir.

Ornek 1.3 :hy yiiksekliginde siv1 ya§ ile dolu sabit kesitli bir tank, dibine yerlestirilen
orifis yardmniyla bogaltiimaktadur.

a) Tankm bogalmasi igin gerekli siireyi,

b) Tankdaki stvi1 yliksekliginin zamanla degigimini,

c¢) Sivmun akig hizmm tankdaki sivi yilksekligi ile iligkisini
bulunuz.

Cdziim :

Sivi Yag
h(m) gplkg/m 3)

Tank
kesiti {A)
e

51 X
\Ag[kesi’ri )
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Kiitle Denkligi:

Kiitlenin Sisteme |  [Kitlenin Sistemden| _ [Kditlenin Sistemde
Girig Hizi Cikig Hizt " | Birikim Hiza

(1 (2 (&)

Tanka giren akmm olmadigmdan (1) terimi sifirdar.

_ d{phA)
dt

p ve A sabit oldugundan,

—Pq (1)

dh
-pg=pA—
Pg=p at
yazilabilir. Yogunluklar sadelegtirilirse ,
2

elde: edilir. (2) denkleminde q ve h bilinmedigine gbre ¢dziim icin bir denkleme daha
gereksinim vardir. Bu nokiada; q ve h arasmda sezgi, deneyim, boyut analizi vb. yéntemler
yardimayla bir iligki kurulmalidar,

q = q(Ap)
Akig hizi(q) orifisteki basmg (Ap) farkmmn bir fonksiyonudur, Ap de h' e bagh oldugundan,
sonucta g h' nin bir fonksiyonu biciminde ifade edilebilir.

Agajiida kargilagtrma amact ile g'nun sabit oldugu durum da incelenmistir;

a) g =C =sabit ise;

(2) esitligi,
c dh
AT w @
olur. C8ziim yapilirsa,
B(t) t
C c .
dh=—{— h(ty)— == (ty—t 4
| I YRS TOYEES TR )
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Buradaki  tj : Baglangic kogulu (t1=0)
ty : Herhangi bir zaman igin (t=t)

o N

(cm)

o E
E S o —
gim A

\O Do= 1.5 cm (Orifis tapt )
N\ D= 25cm ( Tank capi)

10
O
0 L 1
0 20 40 60 80
t (s)
Sekil 1.1

&)

elde edilir. (5) egitliginden gorillecegi gibi tankdaki siv1 yiiksekligi (h) zamanm dogrusal bir
fonksiyonudur. Bu dogrunun egimi -C/A, kaymasi ise h, dw. Bu bulgu $ekil 1.1'deki
deneysel sonuglarla kargilagtirldigmda, (5) egitliginin tnin kiiglik degerlerinde (t<25) gecerli
oldugu goriilmektedir. Ornegin 80 ya da 100 saniye gibi biiyiik degerlerde ise siv1 seviyesini

belirlemek i¢in bu denklemi kullanmanin bir anlam yoktur.

b) q=bh ise,

(2) esitligi,

olur, Burada b orant1 sabitidir. (6) egitlii coziilirse;

9

©
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dh jb h(t,) b
j S Pw = In—=t=——(t3-t)) Q)
ey A hy) A

bulunur. t = 0 anindan herhangi bir t anma kadar diigiiniilecek olursa;

n®__b,
hy A
h(t) = hye(-bVA) (8)

elde edilir. Bu iliskinin deneysel verilere uygunlufu kargilagtmildigmda, fnin biiylik
degerlerinde sapmalar oldugu agiktir. O halde, q ile h arasindaki iligki (a) ve (b) durumlanmda
incelenenden farkh olmalidar.

30

20

{cm)

Sekil 1.2
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c) gq=khD ise;

Bu egitlikte k bir sabittir. h'nin iissii n (a) ve (b) durumlarinda sirasiyla 0 ve 1'dir. Sekil
1.2 den O<n<1 olursa, gercege daha yaklagilacag anlagiimaktadir.

(2) esitliginde q=kh" yazlirsa;
e &)

elde edilir. Degiskenlerine aynlabilen bu diferansiyel denklem céziiliirse;

h(t)

f1-u
. (10)

h(t)= ho[l - (;oﬂﬂ

bulunur. Bu esitlik karmagik olmakla birlikte, deneysel sonuglari en iyi yekilde saglamaktadur,
Ancak, k ve n gibi iki parametrenin (n<1 olmak iizere ) deneysel olarak saptanmas: gereklidir.

n = 1/2 alnirsa, (10) esitligi,

2
kt
h(t):bo[l— 2%112] (11)

bulunur. $ekil 1.3'de goriildiigii gibi, zamana karg: (11) egitlifinden hesaplanan h!/2 degerleri
grafige gecirildiginde deneysel verilerle tam bir uyum saglamaktadir.

Akag hizy,
q = 5.195h12 q : (f3/s), h: (in) (12)
yada

q=42.3n172 q : (cm3/s), h: (cm) (13)
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bulunur. Buraya kadar yapilan iglemlerle, bir sistemin davramgmn ifade eden matematiksel
model bulunmug ve modelin parametresi saptanarak bu modelin uyguniugu dogrulanmstir.

|
a

3.0 O\O\q\
w2 2.0r -
112 .
(in'2) 3 K inV2
Egim =—2—A=-0.0287 5
10
— Model q=kh 72
O Deneysel veriler
1 ! L !
00 20 40 60 80

Sekil 1.3

Ornek 1.4 : Akig semas: asafida goriilen sistemde, benzen ve toluen igeren karigimdan
benzen damtilarak ayriimaktadir. Kazanda baglangicta 20 kmol kangmm bulunmuskta ve
kangimda benzenin mol kesri 0,32 dir. Sisteme saatte 10 kmol karigm beslenmekte ve
sistemdeki isitma hizi, kazandaki karigmm mol sayisi 20 degerinde sabit tutulacak gekilde
ayarlanmaktadr. Ust iirlindeki benzen mol kesrinin 0.4 degerine ulasmas: icin gerekli siireyi
hesaplaymiz. Bagil uguculuk 2.48' dir.

Buhar
YD
YoGusturucu
Besleme(B)
Xt
sitici Ust drun (D)

Yp=Xp
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Coziim :
Veriler:
Besleme hizi : F =10 kmol/h
Kazandaki mol sayis1 : W = 20 kmol
Ust firiin : D kmol/h
W
Birikim hizi : %t_ =

[Kuumin Sisteme] [Kiiﬂcnin Sistemden] _ f:Kﬁﬂenin Sistemde]

Girig Hiza Cikis Hiza Birikim Hizi
Toplam kiitle denkligi:
Bt el (1)
dt
Benzen igin kiitle denkligi:
Fx¢- Dyp = Wg:“’ (2)

(1) egitliginden, D = 10 kmol ' diir. Bu deger (2)' de yerine konursa,

10-0.32 - 10yp =20 dz—;* 3)

bulunur. (3) egitligi diizenlenirse,

T @
3.2-10yp

elde edilir. (4) egitliginde, xy ve yp bilinmemektedir; ancak yasalardan yararlanarak bu

bityiikliikler arasmda bir bagmt: bulunabilir. Kazandaki buhar ve sivinm birbiriyle dengede

oldugu gercegi gbz Oniibe almdiginda; Raoult yasasi ve ba@d ucuculuk degerlerinden

yararlanarak agagidaki egitlik cikarlabilir.

Agiklama: Bagil ucuculuk A ve B iki bilegenli bir karigmda gu gekilde tanmmlanur.

Birbiriyle dengede olan sivi-buhar fazlar igin;
Xa, Xg : A ve B' nin siv1 faz1 mol kesirleri
YA, ¥B - A ve B' nin buhar faz1 mol kesirleri
13
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ikili bir karigm igin;

Yatyp=1, yg=1l-ya
XA+KB=1 y Xg= I-XA

oldugundan;

YA _ o %A
1"')’A l—'KA

(Bagil uguculuk bagmtisinda; x5 = xy, ve y, =yp dir.)

Raoult yasasma gore kazanda kalan s1v1 ve kazam terk eden buhar dengededir.

ID _ g X ®)
I=yp I-x '
(5) egitliginden yp, gekilirse;
2,48x,,
5, DT 6
ID= T Lasx, L
elde edilir. Bu ifade (4) egitliginde yerine yazildiginda,
20(1+ 1. 48x, )dx, %)

T 3201+ 1.48x,, ) 24.8x,,
elde edilir. (7) egitligi t=0; Xy =0.32
t=1; yp =04, xy=0.21 ((6) egitliginden)
smurlan arasmda integre edilirse;

0.21
‘ 2 20014 1.48x, )dx,,
= I 3

2(1+ 1.48x,,) — 24.8x,,

0 032"

.21

20 21 X 3.2
t=——23log(3.2-20.1x in -29.6] -+ 2.3log(3.2-20.1xy,)
201 a( w)g_jz [20‘1 20.12 g( w E

.32

t = 1.58 saat bulunur.
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