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GIRIŞ  

Bir sürecin davranışını  incelerken ilgili birimlerin ayrı  ayrı  ya da bütün olarak 
denklemlerle gösterian bir başka deyişle matematiltsel modellemnesi kimya 
mühendis liginde büyük önem taşır. Kimya, fizik ve matematikten yararlanarak geliştirilen 
model, sürecin belli koşullarda nasıl davraııacagmı  ortaya koyar. örneğin; 

Bir süreçte belli amaçla kullanılacak olan ısı  değiştiricinin boyutlamım belirlenmesi, 
Bir reaktöre beslenen al= ya da akı/Mann sıcaklığı  yükseltildiğinde olabilecek 

değişimlerin =görülmesi gibi problemlere modelle= yoluyla çözüm bulunabilir. 

Modellenecek sürecin analizinde izlenecek adımlar aşağıdaki gibi sıralanabilir 

Sistemi tammlayan ınatematiksel modelin oluşturulması. 
Modeli çözerek sürecin davramşmm belirlenmesi, 
Model sonuçlar= sistemin gerçek durumu ile karşılaştadması, 
Modeldeki smırlamalatm bulımması, 
Sistem parametrelerinin, sürecin davranışı  üzerindeki etkilerinin araştınblıam, 
Çeşitli adet altındaki davranışla= öngörülmesi ve tasarını. 

Bu adımlar Şekil l'deki mantık diyagrammda daha açık olarak görülmektedir. 

Modellemede yararlanılan Temel Yasalar şunlardır: 

Momennunun korımuınu yasası  
Enerjinin konmumu yasası  
»Iman =mu= yasası  
Fizik ve kimya= diğer yasa ve eşitliltleri 
Newton yasalan, Termodinamfic yasalar, Kimyasal denge, 
Hız eşitlikleri. 

Matematiksel modelleme ile, aşağıda özetlenen Iki durum arasında, amaca uygun biçimde bir 
çözüm bubmur. 

            

            

            

 

Sistemin, tüm ayrmtdanyla 
ifade edilmesi karmaşık 

denklemler gerektiriı. 

         

Mühendislik amacıyla 
yeterli sonuç alınması  
daha basit denklemler 

gezektirir 

  

-11» MODEL 

    

      

          

            

            

            



Sistemin 

durumu 

Problemin 
amaçları  

Model ı  
yeniden 
gözden 
geçirme  

Modelin 
oluşturulmas ı  

J1C 

Modelin 
davranışı  

Modelin öngördüğü 
değerlerin gerçek durumla 
karşı laşılır. mas ı  

Hayi 

Evet 

I

Amaca uygun değerlerin 
bulunması  ve tasarımı  

Şekil 1. Matemahlmel modellemenğ  mantık diyagramı  
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c 2 2.5 Lidk 

1.8Ütz 
d 

(22.5.9-7812- su Qr 5-1 L /dk  

BÖLÜM 1. MATEMATİKSEL MODEUEME 

Kimya mühendistiğindeki stireçIerin modelle:Etmesi sırasında; cebirsel, adi türevli ve kısmi 
türevli diferansiyel denklenderle karşılaşılır. Burada adi ve kısmi kiraya diferansiyel 
denklemlerle ilgili örnek modeller oluşturudacaktır. 

1.1. Adi Taneli Diferansiyel Denldenderle Ilgili Model Oluşturma 

örnek 1.1 : Bir tankın başlangıçta kentliği 750 L tuz çözeltisinde 45 kg tuz 
bulunmaktadır. Tanka beslenen tuz çözekisinin ataş  hızı  22,5 L/dk, için.' ld  tuz miktarı  1,8 
kg'dır. Kanşmanm tam olarak sağlandığı  ve yoğualuğun değişmediği va/sayılabilir. Tanktmı  
ayrılan tuzlu çözeltinin akış  hızı  15 L/dk ise herhangi bir t anında tanktaki tuz miktarını  
buluntu. 

Çözüm : Tam kanşmaxun sağlandığı  bir sistemde, tank içindeki derişim ile tankı  terk 
eden akandaki derişim aynı  olacaktır. 

t anında tauktaki çözellinin hacmi V litre ve tuz miktarı  A kg olsun. 

Toplam kütle delikli& 

[Kütlenin Sisteme] rKtitlenin Sistemden] 	rKütlenin Sistemde] 

L Giriş  Ibm 	j L Çıkış  Hızı 	JLBÜ*imHİZij 

pıQI - P2Q2 - dt 

Burada p: ve p2  giren ve çıkan tuz çözeltilennin yoğunlırğudur. (ıl  = p2 	p = sabit 
olduğundan 

Qı  
dV 	 (2) 

d(pV) 
(1) 



KIMYA MOBENDISLIĞ1 MATMATIĞI 

yazılabilir. Q]  ve Q2  yerine yazıhrsa, 

22.5 (L/dk) - 15 (IJdk) = dV
— (Ii'!") 
dt 

7.5 =
dV 
dt 

bulunur. İntegrali alunlığmda. 

V= 7.5t+ C]  

elde edilir. t4, V=750 L başlangıç koşulundan C = 750 olarak hesaptamr. (4) denkleminde 
yerine yazdırsa hacim, 

V=2.5t+750 

bulunur. 

Tuz Için Kütle DenklIğh 

[Tuzun Giriş  Ilmi- [Tuzun Çıkış  Hızı] = [Tuzun Birikim Hızı] 

otgıdıo- ıs (İva) 	- clA  (kg/dk) 

(5) 	iri (6)da yerine yan& ve düzeıdenine, 

A 	dA 
1.8 - 15 

(7.5t + 750) dt 

tiA 14 
—+ 	-1.8 
dt 	t+ IN 

BIrind mertebe !biter diferanslyel denkleml elde edilir. Bu denklem 

+ P(x)y = Q(x) 
dx 

biçirnindedir. 

y = exp(- P(x)dx)[1Q(x)exp( JP(x)dx)ıx+ 

dönüştü:Mi ile çözüllk. (7) euidiğinde, 

 

 

 

 

C7) 

4 



300 L/dk 
C2 

t  
300 L / dk 

C3 
(3  VJO 

MATEMATI1C9191,140011/1»dE 

2 e— 
t+ too 

ifadesine eşini'. Buna göre denklemin çözümü yambrsa, 

A  = exP(-J,±2100 dtpi 8(exPO t ++30 dtDit  

A= exp(-21n(t + 100))[1.81exp( -2 lınt +100))dt + 

A= (t+100)-2(1.81(11-100)2dt+c) 

A:e- (t+100)-2(itş-(1+100)3 +c) 
3 

A = 0.6(1+ 100)+ c (t + 100)-2  

Başlangıç koştılundan (1=0 	A=15 kg). c= -1:5.105  hımmm BILIM göre, 

A = 0.6 (t + 100)- 1.5405(1+ 100)-2  

elde edilir. 

Örnek 1.2 Her biri 50 m3  bacimli kanştumah 3 tank seri olarak bağlanıruştır Birinci 
tanka besleme yapıldığmda üç tankta giriş  ve çılu.ş  atış  hızları  eşit ohnaktadınfler üç tankta da 
eşderişim ve tam karışma sağlaruibihnektedit Böyle bir sktemdeki ber bir tank başlangıçta Co 
derişiminde çözdü ile dolduruLaım. Birroci tanka 300 üdk ataş  hızı  ile su pompalmmaya 
baş  landıktan sonra bu tanktaki derişimin C0/10 değerine ulaşması  için geçecek zamanı  
hesaplaymm 11. yem. tanktaki derişimMin zamanla değişimini buhmuz. 

 

 

 

Çözüm: 

3 001cifit 

Cl 3001/d 
C2 

11 
111 

Herhangi bir t anında tanktaki derişimler sırasıyla C1, 02, C3 olsun. 
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KIMYA MCIIWİSLIĞIMATEMATIĞI 

I. Tank Için Başta Kütle Denkliği: 

rlültlenin Sisteme] [Küllenin Sistemden] 	{Kfulenin Sistemde] 
I_ Giriş  Jim 	Çıkış  Hızı 	Birikim Hıza 

300C-300 = 50000 dş-Idt  

I. Unica beslenen akınıyla tuz olmadığından C=0 dır. Buna göre. 

-300 q = 50000—dCal  

olur. Buradan, 

- cı  ta 167— 
dt

de!  

birinci mertebe dekişkenlerine ayrı labilir diferanslyel denklemi bulunur.  

IL Tank Için Bilgen Kütle Denkliğh 

300 q - 300 C2  = 50000 (L2  at 

300 (Cş  - C2> =. 50000 ri-C-2- 
dt 

ci-c2 =167dc2  at 

III. Tank için Bilgen Kütle Denklikk 

dC3  
300 C2  -300 C.3  = 50000 — at 

ac3  aao (c2- ci> = 50000 — at 

c2  - .167 de, 
 — 

dt 

(2) eşitliği analitik olarak çözültirse; 
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MATMŞLAIIXSEL MODELLENSE 

167 

	

Cl 	t 
167 	=j4L_fdt 	 167 le). —t 

	

co 	o 

	

Cı  = Co 	ek4167> 
	

(7) 

buhmur. 

Ci= C0/10 için fl C0/10 = Co e(-1/167) 

t 384.5 ü dm 

Not ' Bu problemin sayısal çözümü için bilgisayar programı  ve sonuçlar Ek 2'de 
verilmiştiz 

Ölmek 1.3 rho yüksekliğinde sıvı  yağ  ile dolu sabit kesilli bir tank, dibine yerleştirilen 
Oda, yardımıyla boş  &kılmaktadır. 

Tankm boşalman için gerekli süreyi. 
Tankdaki sıvı  yüksekliğinin zamanla değişimini, 
Sıvınm akı§ hIZIIIIIItanicdaki sıvı  yüksekliği ile ilişkisini 

bulalım 

Çözüm : 

S ı v ı  Yağ  
h 
	p l kg/rn 3  1 

Tarık 
kesiti IA 

ıl
\Asuıesitil 

CI 
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ıcrı.ıya m~DısıtC4 MATEDAATItit 

Kütle DenklIğk 

[10J:tenni Sisteme] [Kütlenin Sistemden] r.  [Kötlenin Sistemde] 
Giriş  Hızı 	Çıkış  Hızı 	Di] Hızı  

(1) 
	

(2) 	 (3) 

Tanka giren aktın olmadığından (1) bulan sıfırdır. 

d(phA) 
P9 

dt 

p ve A sabit olduğundan, 

an 
—pq= pA — 

at 

yazılabilir. Yoğunluklu sadeleştiriiime , 

q 
A dt 

elde edilir. (2) denkleminde q ve h bilinmediğine göre şizihm için bir denkleme daha 
gereksinim vankr. Bu noktada; q ve lı  arasında sezgi, deneyim, boyut anıdizi vb. yöntemler 
yardımıyla bir ilişki hınk:adıdır. 

q = q(Ap) 

Alış  hızı(q) orifısteki basınç (Ap) fadonm bir fonksiyomıdur. Ap de ii e bağlı  olduğundan. 
sonuçta q If nin bir fonksiyonu biçiminde ifade edilebilir. 

Aşağıda kraıdadtırma anda ile dram sabit olduğu durum da inceleumiştk: 

a) 	q C = sabit Ise; 

(2) eşitliği,  

c db 
A dt 
	 (3) 

olur. Çözüm yanında, 

h(t2) 	t, 

je%=-15-dt 
A 

h(t
t  ) 
	t 

11(t2)— h(tı)= 	— ) 	 (4) 
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ct 
h(t).= ho — — =1141 

A 

00'21.5 ma I Orifis çap ı  I 
D 	1.5 im t Tank çapı  / 

Edim 	
A 

o 
o 

o 

o 

20 	40 	60 	60 
üs) 

Şekil 1.1 

immumussa mous:umm 

Buradaki 	tl  : Başlangıç koşulu (4= O) 
t2 : Herhangi bir zaman için (t=0 

(5) 

elde edilir. (5) eşitliğinden görüleceği gibi tank daki sıvı  yüksekliği (10 zamannı  doğıusal bir 
fonksiyonudur. Bu doğrulup, eğirni -C/A, kayması  ise ho  dır. Bu bulgu Şekil 1.1'ileki 
deneysel sonuçlarla karşılaştınldığmda, (5) geldiğinin emin küçük değerlerinde (bi:25) geçerli 
olduğu görübnekterlir. örneğin 80 ya da 100 saniye gibi büyük değerlerde ise sıvı  seviyesini 
belirlemek için bu deıllderni kullanmanın bir anlamı  yoktur. 

b) q=bb ise, 

(2) eşitliği, 

bh dö 
A dt 
	 (6) 

olur. Burada b oranlı  sabilidir. (6) eşitliği çözültIrse; 

9 



Kurn MOHENDİZLİCI MATITINKITĞ1 

tl(%) 	t 

J (1b=-
11'

dt A 
h(t ) h  

h(t2) 	b 
n 	111--  = 	tl) h(tı  ) 	A (7) 

bulunur. t = O immdan herhangi bir t amna kadar düşfintilecek olursa; 

h(t) 	b 
— t 

11.0 	A 

h(t)= goe(hıtA) (8) 

elde edilir. Bu ilişkinin deneysel verilere uygunlugm" karşıleştrıldıgmda, tuin büyük 
degerlerinde sapmalar olduğu açıkta. O halde, q ile h arasındaki ilişki (a) ve (b) dunmılarmda 
incelenenden farklı  olmalıdır. 

30 kti \e,  

\ 
20 - 	‘S 

h 	 •••-• 

(cm) '<' • o 	 q = b h 
\ 

\ 
10 — 	 `. O 

7 \ 	O 
9 = c \ \ 	00 

o 
  

20 	40 	60 	80 

t 151 

Şekil 1.2 
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c) 	q = khn ise; 

Bu eşitlikte k bir sabittir. h'nın üssü ıl (a) ve (b) durumlarında sırasıyla O ve I'dir. Şekil 
1.2' den 0ıal<1 olursa, gerçeğe daha yaklaşılacağı  anlaşılmaktadır. 

(2) eşitliğinde q = klın yazılıma; 

khn  dh 
A dt 

elde edilir. Değişkenterine aynlabilen bu dtferanslyel denklem şiztilürse; 

hy)t 
—k 

h" 	A 
0 11

O  

hı--n 	—Izt 
1—n 	— n A 

(1-11)ktr-u  
h(t)-lio[l 

AN -il 

buhmur. Bu eşithk karmaşık olmakla birlikte, deneysel sonuçları  en iyi şekilde sağlamaktadır. 
Ancak, k ve n gibi fici parametrenin (ncl olmak üzere ) deneysel olarak saptanması  gereklidir. 

n 	1/2 ahnmia, (10) eşitliği, 

h(t)=1)0[1 	kt1/2 2Ahp 

bulunur. Şekil 1.31de görüldüğü gibi, zamana karşı  (II) eşitliğinden hesaplananhln değerleri 
grafiğe geçirildiğinde deneysel verilerle tam bir uyum sağlamaktadır. 

Akiş  hın, 

q = 5.195111/2 	q : (ft3/s), h: (in) 	 (12) 

ya da 

q = 42.3111/2 	q : (cm3/s), h: (cm) 	 (13) 
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fleısı.m0HINDIsLIĞtedATELİATIĞI 

bulunur. Buraya kadar yapılan işlemlerle, bir sistemin davranışmı  ifade eden matesnatıksel 
model butunınuş  ve modelin parametresi saptanarak tm modelin uygımhıgu dogrulannuştu. 

os.,0  
3.0 - 

hlı2 

(in lı2 ) 
n 1/2  Eğ  i 	.-0.0287 

2 A 

1.0 

— Model q kh 
1,2 

O Deneysel veriler 

20 	410 	B:0 

t (s) 

Şekil 1.3 

örnek 1.4: Akış  şeınam aşağıda görülen sistemde, beuzen ve toluen içeren kanşmıdan 
benzen damıtilarak ayolmaktadır. Kazanda baş  la~ 20 kmol kamu° bulımmıdda ve 
kanşımıla benzenin mol kesri 0.32 dir. Sisteme saatte 10 kraol karışım beslenmekte ve 
sisteındeki ısıtma hızı, kazandaki karışım mol sayısı  20 değerinde sabit tutulacak şekilde 
ayarlaunıııktadır. Ost Oründeki benzen mal kesrinin 0.4 değerine ulaşması  için gerekli süreyi 
besaplaymız. Bagıl uçuculuk 2.48' dir. 

Buhar 

ii 

Yoğuşturucu 

ÜSt ürün (D) 
YD= XD 

Besleme(B) 
X f 

12 



MATEWATTICSEL MODELLEME 

Çözüm: 

Veriler: 

Besleme hal 	: F = 10 kmoldı  
Kazandaki mol sayısı  : W = 20 lanol 
üst ürün 	 : D kmohn 

dW Birikim tuzı 	• — = O 
at 

[
Midenin Sisteme] [Küllenin Sistemden] 	[Kiltlenin Sistemde] 

Giriş  Hızı 	Çıkış  Hızı 	Birikim Hızı  

Toplam kütle denkliğh 

dW 
F-D= —=0 

dt 

Benim Için kütle delikli& 

Wdx„ 
Fxf - DyD  = 

at 

(1) eşitliğinden, D = 10 kmol ' dür. Bu değer (2) de yerine konursa, 

10-0.32 - lOyD  = 20 dxş'dt  

bulunur. (3) eşitliği düzenlenirse, 

dt 	 
3.2-10yD 

elde edilir. (4) eşitliğincle, zw ve yD  biliımıemektedir; ancak yasalardan yararlanarak bu 
büyilklükler arasında bir bağıntı  bulunabilir. Katındaki buhar ve sıvınm birbiriyle dengede 
olduğu gerçeği göz önüne alındığında; Raoult yasası  ve bağı! uçuculuk değerlerinden 
yararlanarak aşağıdaki eşitlik cıkanlabilir. 

Açıklama: Bağı' uçuculuk A ve B iki bileşaili bir kanalında şu şekilde ~Wang. 

YA = 
ys 	Xli 

Birbiriyle dengede olan sıvı-buhar fazlan için; 
xs : A ve B' nin sıvı  tazı  mol kesirleri 

YA, ys : A ve B' nin bulur tazı  mal kesideri 
3 

 

 

 



Kimya mOıonğts1201 awafrallğ1 

Ikili bir karışım için; 

YA + YR = , Yli= 1-YA 
xA  + xıg = 1 , xg= 1-xA  

oblugşmdan; 

YA oc  xA 
1-yA 	1-xA  

(Bağı! uçuculuk bagmlisında, xA  = xw  ve YA = YD dir.) 

namık yasasına göre kazanda kabın sıvı  ve kazan' tak eden buhar dengededir. 

YD 	xw 

1-  YD 	1-Xvı  
 

(5) eşitliğinden YD ~et 

YD 
2.48x,, 

 

 

elde edilir. Bu ifade (4) egitliginde yerine yazıldıgında, 

20(1+1.48x,)dx,  
dt - 3.2(1+1.48x, )- 24.8x„, 

elde edilir. (7) eşitliği t = O ; av, = 0.32 
t = t ; YD = 0.4, xw= 0.21 ( (6) eşitliğinden) 

sınırları  arasında integre edilirse; 

ı. 0.21 r 	20(1+1.48x,, )dx„, 
J 3.2(1+ 1.48x)- 24.8xw  

O 0.32 

1.21 2o 2.3log(3.2 - 20.1x,,te:3221  - 29.6[— 32 + 	2.31og(3.2 -20.1xw  ) 
20.1 	 20.1 20.1 	 .32 

t = 1.58 saat bulunur. 

14 


	00000001
	00000002
	00000003
	00000004
	00000005
	00000006
	00000007
	00000008
	00000009
	00000010
	00000011
	00000012
	00000013
	00000014
	00000015
	00000016
	00000017
	00000018

