MATEMATIKSEL MODELLEME

X, ¥, z yonlerinde 1s1 aktarim kondiiksiyonia olmaktadur.

1) x yoniinde enerjinin giris izi (ABCD) ylizeyi : ~k% dydz

X
. G s aT
2) x yoniinde enerjinin ¢ikig huzi (EFGH) yiizeyi : —kgdydz
+dx

oT . | a( aT )
= —k—dydz —| —k—dydz |dx
e B e

3) y yGniinde enerjinin girig uzi (AEHD) yiizeyi : _k%yr_dXdzL

4) y yoniinde enerjinin ¢ikis huzi (BFGC) yiizeyi : —k %—} clxdzly
+dy

aT a[ aT )
= —k—dxdz| + —| —k— dxdz |dy
dy |, 9y\ 9y
5) z yoniinde enerjinin girig hizi (AEFB) yiizeyi : —kvg—rdxdy
2 Z

6) z ybniinde enerjinin ¢ikis hizi (DHGC) yiizeyi : -k iaIdxdy
dz z+dz
dT d oT
= —k—dxdy| + —| —k—dxdy |dz
dz yz Bz[ Jz y)

B 9(pCpTdxdydz) aT
En bukimhiz: ————W————= ~——dxdyd
erjinin 5% pCpat ydz
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KIMY A MOUHENDISLIGE MATEMATIGH

Tiim terirmler enerji denkliginde yerine yazilirsa;

-k %dydzx -[—k% dydz| + i(—k ﬁdydz)dx)

e
aT [ ar af ar

xCdxdz] | -k dxdz| + 2| —k T dxdz Jay
ay &, / ay( oy )]

aT dT d dT aT
—k—dx Gl R e —dxdy |dz ] = Sl
kaz dy k-—dxdy +a( ka y] ] pCpa[dxdydz

d(, dT d(, dT af,dT
ax{k-a—x-dxdydz]-é-g(kgdxdydz) a[kgdxdydz) ,0(,p dxdydz

&°T azr °T
Kl:aXZ ayﬂ. aZ ] CP ot

2T a’-r+a"r 19T
Fe oy? o2’ ot

bulunur.



BOLUM 2. SAYISAL YONTEMLER

2.1 Cebirsel Denklemlerin Sayisal Coziimleri

Miihendislik hesaplamalarinda kargilagtlan pek ¢ok cebirsel denklem, bilinen kurallarla
analitik olarak kolayca cbziilememektedir. Bu denklemler agafidaki fonksiyonlar geklinde
olabilir,

1. Polinom bigiminde olan fonksiyonlar

2. Trigonometrik fonksiyonlar

3. Ustel fonksiyonlar

4. Logaritmik fonksiyonlar

5. Yukandaki fonksiyonlarm iki ya da daha fazlasim igeren fonksiyonlar.

f(x) = ax2 + bx + ¢ = 0 seklindeki bir denklemin ¢5ziimii kolayca yapilabilmekiedir. Ancak;
fix)=ax3 +bx2+cx+d=0
fx)=eX+x2+x=0
f(x) = tanx + 2x =0

denklemlerinin analitik ctziimleri oldukga gligtiir. Bu tip denklemleri ¢bzmek icin degigik
sayisal yontemler vardsr. Bu yontemlerden

1. Newton-Raphson y&ntemi
2. Wegstein yontemi

yaygm olarak kullamimaktadsr. Burada bu yéntemler iizerinde durulacaktr.

2.1.1 Newton-Raphson Yontemi

Bu yontemin esasi, fonksiyonun Taylor serisine agilip sifira egitlenmesi prensibine
dayanmaktadir.
f(x) gibi bir fonksiyonun Taylor acilmm;

(x—xo]2

n
f(x) = fxg) + (x-Xg) £ '(Xg) + £(ko) + - + @ £ (m(xg)
n

seklindedir. Bu serinin birinci tiirevinden sonraki terimleri ihmal edilerek sifira egitlenirse
Newton-Raphson yénteminin temel egitligi bulunur.

(x) = f(xg) + (x-%g) £'(xp) =0

Bu denklemden x ¢ekilirse;
X=Xp- ____f'LXD)
f (Ko)
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KIMYA MOHENDISLIGE MATEMATIGH

elde edilir. Bu denklemin, cebirsel bir depklemin kéklerinin bulmmasmda nasil kullamldigs
agagida aciklanmigtir.

f(x) fonksiyonunun grafigi agagidaki gibi verilmig olsun.

£x) f(x)

f(xo)

fx)—————

o N —
o]
><

Burada f(x) fonksiyonunu sifir yapan x degeri, bu fonksiyonun kokii ya da kdklerinden
birisidir. Bu yonteme gore cebirsel bir denklemin kokiiniin bulunmast igin xq gibi bir tahmini
degerle ¢bziime baglanur. Daha sonra (x,f(xg)) noktasmdan egriye bir tefet gizilir. Bu tegetin
x eksenini kestifi nokta x; degeridir.

(xq,f(x()) noktasma cizilen tegetin eimi;

tanct = £(xo) yada tanot= 0 _ £y y
Xo—Xy
yazilabilir. Buradan;
ey — E(X0) f(xg)
f'(xg) =——2~ = x| =X - ——0=
¥ X0-x 0 Px)

elde edilir. Efer, x; = X, ise denklemin kokii x,' dir. X, X;'den farkhi ise, bu kez X igin
yapilan iglemler x, yerine X ahnarak yinelenir,

Yukaridaki egitlik genel olarak yazilirsa;
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SAYISAL YONTEMLER

f(x;)
Xigl =X _FE;:_)
1

ifadesi elde edilir. Ardigik yineleme (iterasyon) iglemine ;
Xiv1 = Xj
egitligi saglanmcaya kadar devam edilir.

Newton-Raphson yontemiyle cebirsel denmklem c¢éziimii icin bilgisayar algoritmasy
agagidaki gibi verilebilir.

Oku

X.
1

}
(%)
Hesapla

i+1

£'(%) ]
Hesapla

Yaz

X+l

Ornek 2.1 :300 atm. ve 20 °C sicaklikta bulunan 112 kg N, gazmmm hacmini van der
Waals denkleminden Newton-Raphson yontemiyle bulunuz.

Coziim:
P=300atm., T=20°C,m=112kg, V=27
van der Waals hal denklemi:

2
na
[P +—§§-][V —nb]=nRT
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KIMYA MUHENDISLIGE MATEMATIGE

Bu denklem hacima (V) gore diizenlenirse,

2 3
v3~[nb+—"RT]v2+“—;v—-—at;‘ =0

elde edilir.
N, i¢in van der Waals sabitleri: a = 1.35 atm.dm®mol2
b = 0.0385 dm3mol!

N, mol sayst:

n= M = 4000 mol

28 g mol !
Newton-Raphson yonteminin temel egitligi,

(

flV:
Vi+1=ViF(—{l{)j
1

dwr. V;,; =V, olana kadar iglem yinelenir.
Veriler (1) egitliginde yerine yazilirsa;
f(V)=V3-474 V2472000 V- 1.1.107 = 0

elde edilir. Bu fonksiyonun tiirevinin almmasi gerekir.

£'(V)=3V2-948V + 72000 (tiirev fonksiyonu)

[k deneme hacim degeri ideal gaz denkleminden bulunabilir.

Vo= % = (4000) (0.082) (293) / (300) = 320 dm?

f(Vp) =-3.7:106, £(Vp) =7.6-104

bulunur,

(1

@
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SAYISAL YONTEMLER

£(V,) -3.7.10°
V=V - =320- — " =369.177 dm3
1= 70" 5 (v,) 7.6-10°

V; #V; oldugundan yineleme islemine devam edilmelidir.

f(vi)

V=V~ L - 369177 . FE69ATT)

. 2270 235029 dm?
'(v) £'(369.177)

Bu adiunda da V, # V| oldugundan aym igleme V kullamilarak devam edilir.

Vy3=V,- (V) =35929. £359.29) _ 550 774 qmd
£(v,) £'(359.29)

Bu adimda V, ile V3 degerlesinin birbirine iyice yaklagtign goriilmektedir. V3 degeri bu
denklemin kokii kabul edilebili. Bu iglemler bilgisayarlarla ¢ok Mzl bir gekilde
yapildigmdan, istenilen hata dlgiisiinde sonuca gidilebilir,

Bu 6rnek icin Fortran dilinde yazilmsg bir bilgisayar programi asagida verilmigtir.

C234567 _
C Newton-Raphson yéntemiyle van der Waals denkleminden hacmin
C bulunmasi.
C Burada V1 ve V2 hacim, F1: Hacime bagh fonksiyon, F2: Tiirev
C fonksiyonu, N: basamak sayisi
N=1
WRITE(*,*)"SONUCLAR"
meE(*‘*)
V1=320
90 Fl=V**3.474*V**2472000%V-1.1E7
F2=3*V*#*2 .048*V+72000
V2=V1-(F1/F2)
HATA=ABS(V2-V1)
IF(HATA.LT.0.0001) GOTO 180
WRITE(*,*)"V2="V2,"V1=",V1,"HATA="HATA
VI=V2
N=N+1
GOTO 90
180  WRITE(*,*)"V2=",V2,"V1=",V1,"HATA="HATA
END
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2.1.2 Wegstein Yontemi

Bu yéntem x=£(x) seklinde yazilabilen cebirsel denklemlere uygulanmaktadir. Newton
—Raphson yénteminde oldugu gibi bu yéniemde de, x; gibi ilk deneme degeriyle ¢oziime
baglanir. Bu x, degerinden yararlanarak hesaplanan xh; degeri bulunur (xhy=f(x,)).
Hesaplanan x degeri (xh;) x,'ye egit alinir ve bu X, defierinden de xh, hesaplanur( xha=f(x5)).
Yapilan bu iglemlerle (x;,xh;) ve (X5,xh,) noktalar1 bulunur. Bu noktalardan gegen dogrunun
x=xh diyagonalini kestigi noktada, x=xb=x5 ' dir. Bu dogrunun denklemi yazilp,

X_hz“—x.hl . Xh—)(hl
Xa—Xg X"'Kl

tana =

x=xh=x4 almarak, x; ¢ekilirse,

xhyxp —xxhy _ xhoxy — Xoxhy
x2-xl—xh2+xh1 X) —X5 —xh; +xh,

X3 =

bulunur,

xh

xh?
xhq

Bu yontemin algoritmasi agagidaki gibidir;

1) x; degeri segilir
2) xhy = f(x,) , segilen x; degerinden xh; degeri hesaplenir.
3) xo=xhy , xh;y degeri x, olarak alimr
4) xhy=f(x,) , X degerinden xh, degeri hesaplamir
Bu degerler bulunduktan sonra Wegstein yonteminin temel esitliginden;

= xyxhy ~xhpx,
? Xl—xz—xh1+xh2
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