
MAMAXIIKSIEL MODEI  FlufF 

x, y, z yönlerinde ısı  aktarınn kondüksiyonla olmaktadır. 

aT x yönünde enerjinin giriş  hızı  (ABCD) yüzeyi : —k—ax  dydzlx  

x yrinlhide enerjinin çıkış  hın (EFGH) yüzkyi : —k aT—dydzL 

	

ax 	+dx 

aT y yönünde enerjinin giriş  hızı  (AEFID) yüzeyi : —k—
ay

dxdz 

T y yönünde enerjinin çıkış  hızı  (BFGC) yüzeyi : —k—a dxdz 
ay 	

L 
+dy  

aT aT 

	

= —k 	— —dxdz + (— k —dxdz)dy 
ay 	,,ay 	aY 

aT z yönünde enerjinin giriş  hızı  (AEFB) yüzeyi : —k—dxdyL 
az 

6) z yönünde enerjinin çıkış  hızı  (DHOC) yüzeyi: —k a*r  dxdy 
az z+dz 

= —kLr  dxdylz+ —kaidxdy)dz 
az az az 

a(pCpTdxdydz) 	aT 
Enezjinin 	hızı : 	at 	— pcp at  drıdydz 
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KIMYA MÜHfl4DISÜĞt MATEMATIĞ1 

Tüm Mrimler enerji denkli;gn-  Ide yerine yazılıma; 

k -aıdydzix  +k ajdydzlx+ -±(-k aidydz)dx) 
ax 	 ax  	ax 

-k a* dxdz - [ -kir  dxdz + —a  (-k—ör  dxdz)dy 
133r 	y 	aY 	aY 

k aıdxdy + l 	k ,-al:dxdyl + (--kşri cb[dy)dz) = pCp  dxdydz 
z z " z 

-Mk şx  dxdydz)+-şy  (k Taş  dxdydz) + Z [RFT: dxdyclz) = pCp  Walt  dxdydz 

Fta2rakl r  ar 
-Lax2+ 	+ az2.1=N' at 

[

azr a2r 	_lar 
—Yas  ± a—y-i± z2 =1:(  

bulunur 
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B LĞM 2. SAY1SAL YÖNTEMLER 

2.1 Cebirsel Denklemlerin Sayısal Çözümleri 

Mühendislik hesaplaınalarında karşılaşılan pek çok cebirsel denklem, bilinen kurallarla 
analitik olarak kolayca çövillememektedir. Bu denklemler aşağıdaki fonksiyordar şeklinde 

olabilir. 

Polinom biçiminde olan fonksiyonlu; 
Trigonometrik fonksiyonlu 
üste! fonksiyonlar 
Logaritrnik fonksiyonlar 
Yukandaki fonksiyonlarm iki ya da daha fazlasını  içeren fonksiyoular. 

f(x) ax2  + bx + c = O şeklindeki bir denklemin çözümü kolayca yamlabilmekteclir. Ancak; 

f(x) = ax3  + bx2  + cx + d = O 
f(x)= ex + x2 + x =O 
f(x) = tanx + 2x = 

denklemlerinin analitik çözümleri oldukça güçtür. Bu tip denklenderi çözmek için değişik 

sayısal yöntemler vardır. Bu yöınemlerden 

Newton-Rapbson yöntemi 
Wegstein yöntemi 

yaygın olarak kullamlmaktadu. Burada bu yöntemler üzerinde durulacak tır. 

2.1.1 Nesetan-Raphson Yöntemi 

Bu yöntemin esası, fonksiyonun Taylor serisine açılıp sıfıra eşitlenmesi prensibim 
dayanmaktadır. 

fp() gibi bir fonksiyonun Taylor amirim; 

=f(x0)+(x-x0ı fxx0)± 	 foo 	 f"(x.)+ 	(x—xor  f kxo  
21 	 n1 

şeddindedir. Bu serinin birinci türevinden sonraki terimleri ibmal edilerek sıfun eşitlenüse 
Newton-Raphson yönteminin temel eşitliği bulunur. 

f(x) = f(xo) + (x-xo) f '(xo) = 

Bu denklemden x çekihrse; 

(C x0)  
Nıco) 
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elde edilir. Bu denklemin, cebüsel bir denklemin köklerini]] bulımmasmda nasıl kullanıldığı  
aşağıda açıklanmıştır. 

f(x) fonksiyonunun grafigi aşağıdaki gibi verilmiş  olsun. 

1 (x 

t('<o) 

(m) 

Burada f(x) fonksiyommu sıfır yapan x değeri, bu fonksiyomm kökü ya da kölderinden 
birisidir. Bu yönteme göre cebirsel bir denklemin kökünü]] bulunması  için ıco gibi bir tahmini 
değerle çözüme başla= Daha sonra (xo,f(xofi noktasından eğriye bir teğet çizilir. Bu teğetin 
x eksenini kestiği nokta x1  degeridir. 

(xo,f(xo)) noktasına çizilen teğetin egimg 

f(xo)  
tana = f(xo) ya da tarım = 	f .(xo) 

xo xl 

yazılabilir. Buradan; 

f(xo) 
xo 

elde edilir. Eğer, xi = xo ise denklernin kökü xi dir. xo, x1 den farklı  ise, bu kez ıco için 
yapılan işlemler xo  yerine x i  alınarak yinelenir, 

f(xı   X2 = X — 
(.(x ) 

Yukarıdaki eşitlik genel olarak yazılıma; 
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et;)  
xi+i = — 

f 

ifadesi elde edilir. Ardışık yineleme (iterasyon) işlemine ; 

eşitliği sağlammaya kadar devam edilir. 

Newton-Raptıson yöntemiyle cebirsel denklem çözümü icin bilgisayar algorilması  
aşağıdaki gibi verilebilir. 

Örnek 2.1 :300 atın, ve 20 t sıcaklıkta bulunan 112 kg N2  garmının hacmini yan der 
Waals denkleminden Nesvıon-Rapbson yöntemiyle bulunur. 

Çözüm: 

P = 300 aklı, T = 20°C, m = 112 kg, V = ? 

van der Waals hal denklemi: 

[ 	1,12a  
P+—

v2 
[V—ni)] ııRT 
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Bu denklem hanıma (V) göre dürenleuirse, 

V3  — 

elde edilir. 

ılli 
+ [nb 

2 	ıı2a 
V + —V 

P 
abn3  

O (1) 
P P 

N2 için van der Waals sabitleri: a = 1.35 atm.dm8mor2  
b = 0.0385 dm3mot I 

N2  mol sayısı: 

u= 
112.1°3g

, — 4000 mol 
28 g mor 

Nevıton-Rapbson yönteminin 'temel eşitliği, 

f ( 	) 
Vki 	, , r(v) 

dr. Vi+i = Vi olana kadar işlem yineknir. 

Veriler (1) eşitliğiude yerine yazdzsa; 

f(V) = V3  - 474 V2  + 72000 V - 1.1.107  = O 
	

(2) 

elde edilir. Bu foaksiyomm türevinin alınması  gerekir. 

f '(V) = 3V2  - 948V + 72000 (ıllrev fonksiyonu) 
	

(3) 

İlk deneme hacim değeri ideal gaz denkleıninden bulunabilir. 

ııRT  Vo  = 	= (4000) (0.082) (293) / (300) = 320 dm3  
P 

f(Vo)= -3.7.106  , f '(V0) rt  7.6.104  

bulunur. 



SAYISAL YÖNTEMLER 

f(Vo) 	-3.7.106  = Vo  - 	 - 320 	 369.177 clm3  
f ( Vo) 	7.6 . IT' 

Yı  *Vo olduğundan yineleme işlemin° devam edilmelidir. 

f(369.177) V2  -= - 
f( 
	- 369.177 	 -359.29 dm3  

f(369.177) 

Bn adında da V2* Vi olduğundan ayın işleme V2 kullanılarak devam edilir. 

f(V2) 	f(359.29)  Va 	 - 359.29 - 	- = 	- 	 358.774 dm3  
F(V2) 	f'(359.29) 

Bu adımda V2 ile V3 değerlerinin birbirine iyice yaklaştığı  göriihnektedir. V3  değeri bu 
denklemin kökü kabul edilebilir. Bu işlemler bilgisayariarla çok hızlı  bir şekilde 
yapıldığından, istenilen hata ölçü-günde sonuca gidilebilir. 

Bu örnek için Fortran dilinde yazılmış  bir bilgisayar programı  aşağıda verilmiştir. 

C234567 
C Newton-Raphson yöntemiyle yan der Waals denkleminden hacmin 
C bulunması  
C Burada V1 ve V2 hacim Fl Hacime bağlı  fonksiyon F2: Türev 
C (onksiyonu, N: basamak sayısı  

N=1 
WRITE(*,*)"SONUÇLAR" 
WRITE(4,4) 
V1=320 

90 F1=V**3-474*V**2+72000W-1.1B7 
F2=3*V**2 -948*V+72000 
V2=V1-(F1/E2) 
HATA=ABS(V2-V1) 
1F(HATA.LT.0.0001) GOTO 180 
WRTIE(*,*)"V2='',V2,"Vl=",V17HATA=",11ATA 
V1=V2 
N=N+1 
GOTO 90 

180 WRITE(*,*)"V2=V2,W1='',V1,1tATA=",HATA 
END 
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KNYAMOTIENDIsılöl MAIMATIĞ1 

2.1.2 Weğstein Yöntemi 

Bu yöntem x=f(x) şeklinde yanlabilen cebirsel deuklemlere uygulanmaktadm Newton 
—Raphson yönteminde olduğu gibi bu yöntemde de, x1  gibi ilk deneme değeriyle çözüme 
başkana Bu xi  değerinden yararlanarak hesaplanan xh1  değeri bulunur (xhp=f(x1)). 
Hesapkanan x değeri (x.ht) x2'ye eşit ahmr ve bu x2  değerinden de x12  hesaplamr(xh2=f(x2)). 
Yapılan bu işlemlerle (xl,xhi) ve (x2,xh2) noktaları  bulunur. Bu noktalardan geçen dogramm 
x=xh diyagonalini kestiği noktada. x=xh=x3  ' dır. Bu doğnmtm denklemi yazık,. 

1112 Xfil  rh— Xhl tana = 

x=ıtt ıcs alınarak, x3 çekiline, 

— 	)1111x2 — X0112 	ıch2zı  — x2xlıı   x3   
x2x1 xh24xh1 xl — x2 — xhl xh2 

x2 

Bu yöntemin algoritmam aşağıdaki gibidir: 

x I  değeri seçilir 
xhi  Mxi) , seçilerı x1  degerinden xhı  değeri hesaplama. 
x2=xh1  , ıchi değeri x2  olarak alınır 
xh2=f(x2) , x2  değerinden ıch2  değeri hesaplantr 

Bu değerler bultmduktan sonra Wegstein yönteminin temel eşitliğinden; 

x1xh2 —1111x2  xş  — 
— x2 — xht ±3±12 
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