SAYISAL YONTEMLER

X3 degeri hesaplamr. Boylece Wegstein yonteminin ilk agamasi tamamlanmg olur. Ikinci
agamada ise agagidaki islemler gerceklestirilir.

5) X=X, almir ve xhy; degeri hesaplanir (xh;=f(x,)).
6) x5=x4 almir ve xh, degeri hesaplamr (xh,=f(x;)).

5. ve 6. islemler gerceklestirildikten sonra Wegstein esitliginden yeni bir x4 degeri hesaplanir.
{Ik asamada hesaplanan X ile ikinci agamada hesaplanan x degerleri birbirine yeterince yakm
ise denklemin ¢oziimii x4' diir. Coziime yeterince yaklagilamamugsa iterasyon iglemine devam
edilir.

Ornek 2.2 :
-x2 + Inx + x = 0 denkleminin Wegstein yontemine gore ¢oziim algoritmasm yazmiz.
Coziim :

Oncelikle -x2 + Inx + x = 0 denkleminin x = f(x) geklinde yazilmasi gerekir. Buna gore;
x=fx)= x2 - Inx

elde edilir. Coziim algoritmasi:

1. x; degeri denklemin kokii olsun.

2. xhy =x,2- Inx; degerini hesaplanir.

3 Xo = X.hl X.hl degeri X9 kabul edilir.

4. xhy = x»? - Inx, degeri hesaplanur.

Yukarda hesaplanan degerlerden

XiXhy —xhyX,
Xq —Kz—Xhl +X]12

X3 =

bulunur.

5. Xy = X9, Xp degeri X;'e egit aliir ve xh; degeri hesaplanir.

6. X = X3, X3 degeri X, ahnarak xh, degeri hesaplanir.

(5) ve (6) iglemlerinden bulunan degerlerden yeni x5 deperi hesaplanir. fIk agamadaki x ile

ikinci asamadaki x5 degerleri birbirine egit ise X3 degeri denklemin kokidiir. x5 degerleri
birbirine egit degilse, yineleme islemine devam edilir.
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2.2 Adi Tiirevli Diferansiyel Denklemlerin Sayisal Céziimleri

Adi tirevli diferansiyel denklemlerin sayisal olarak ¢bziilmesinde yaygm olarak
kullanilan yéntemler;

1. Euler yontemi (1. mertebe yéntem)

2. Modifiye Euler yontemi (2. mertebe yontem)

3. Runge-Kutta yontemi (4. mertebe ySntem)
dir. Bu yontemler, 1. mertebe ve 1. mertebeye indirgenmi§ adi tiirevli adi diferansiyel
denklemlerin sayisal olarak ¢bziimiine uygulanabilir.

2.2.1 Euler Yéntemi

Bu ybntemin temeli, Newton-Raphson yénteminde oldugu gibi Taylor acilmma
dayanmaktadur,

& = i(xy) @1

seklinde adi tiirevli diferansiyel denklemin x, ve Yo baglangic kogulu belli olsun. Bir x deferi
icin y degeri (2.2) egitliginin integrali almarak bulunur,

¥ X X x

- R - [l ;
de*jf(X.y)dx = y-Yo= jftx.y)dx— j[dx]dx 22)
Yoo %o X0 X0

Bu integralin almmas: her f(x,y) fonksiyonu igin kolay olmayabilir. integrasyon iglemi icin
agagidaki varsaymm yapilir.

Euler yonteminin varsaymn:
f(x,y) fonksiyonunun x noktasmdaki tiirevi, x, noktasmdaki tiirevine egittir.

Varsayma goére fonksiyonun once Xg noktasmdaki tiirevi alnm, sonra integrasyon
islemi gergeklestirilir.

Yy—Yo= Tf{x,y)dx = j[%] dx
X0 *0 v

Y - Yo = f(X0.¥0) (X - Xg) = [Q] (x-xp)
dx Jo
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Y = Yo+ f(xq.yo) Ax =yq + [91} Ax
dx g

Hesaplanan y degerinin gercek y degerine yakm olmasmda Ax araligi onemli rol
oynamaktadir. Bu durum agagidaki 6rnek ile agiklanmnigtr.

y=e*+1

X

X = 3 icin, y deferi Euler yontemine gore tek adimda bulundugunda, grafikten de goriildiigii
gibi gercek y degeri ile hesaplanan y degeri arasinda fark vardir.

Aym iglem Ax kiigiik segilerek lic adunda yapildigmda gergege daha yakm bir deger
elde edilir.
y
] gt
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Adi tiirevli diferansiyel denklemlerin Euler yontemi ile ¢bziimii icin agafidaki esitlikler
yazilabilir:

d
Yisl =Yi+ [ay]iﬁx

Xiye] =X+ AX
"Bu yontemin temeli Taylor agiimma dayanmaktadir” ifadesi asagidaki gibi
dogrulanabilir. f(x) fonksiyonunun herhangi bir x noktasindan uzakliktaki degeri [f(x+Ax)]

Taylor agihmina gore,

(Ax)"
n!

i v Ax? o
fix+Ax) = f(x) + £'(X)AX + £ "(X) - 4ot £ (0)(x)

dur.Bu seride birinci titrevden sonraki terimler ihmal edilirse;
fix+Ax) = f(x) + {'(x)Ax

bulunur. Bu ifade yukanda verilen Euler yonteminin temel egitligidir.

Ornek 2.3 :
%: 3x+y2  (Baglangig kosulu x=0, y=1)

Diferansiyel denklemini Ax= 0.01 alarak Euler yntemine gre 5 adum igin ¢dziiniiz.
Coziim :
1. Adm:

Tiirev bolimi
-‘151] =3xg+y2=3(0)+12=1
dx o
Integral béliimii
dy
y1=Yo+ [—] Ax =1+ (1)0.01) = 1.01
dx Jo

X1 :XQ+AX=0+0.01=0.01
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2. Adm:

[-:%] = 3%, +y,2 = 3(0.01) +(1.01)2 = 1.0501
1

Y=Y+ [%J Ax = 1.01 + (1.0501) (0.01) = 1.02
1
Xy =X; +Ax = 0,01 + 0.01 = 0.02

3. Adim:

[gﬂ = 3%y + o2 = 3(0.02) +(1.02)2 = 1.1004
2

Y3 =y, + [%} Ax= 1.02 + (1.1004) (0.01) = 1.0310
2
X3 =X, + Ax = 0.02 + 0.01 = 0.03

4. Adim:

[‘d‘—i’-] = 3x3 + y32 = 3(0.03) +(1.0310)2 = 1.153
3

Ya=ys+ [g} Ax = 1.0310 + (1.153) (0.01) = 1.043
3
X4 =Xq+ Ax =0.03+0.01 =0.04

5. Adim:

[%] = 3x4 + 742 = 3(0.04) +(1.043)2 = 1.2079
4

Ys=Yya+ [%ji Ax =1.043 + (1.2079) (0.01) = 1.055
4
X5 =%X4 +Ax =0.04 + 0.01 = 0.05

elde edilir,
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Kimya Miihendisligi prot;lemleﬁnin ¢oziimiinde birinci mertebe diferansiyel
denklemlerin yannda yiiksek mertebeden diferansiyel denklemlerle de karsilagilir. Asagida bu
denklemlerin sayisal olarak nasil ¢iziilebilecegi fizerinde durulmaktadr.

Yiiksek Mertebeden Adi Diferansiyel Denklemlerin Sayisal Ciziimii

n. mertebeden bir diferansiyel denklemin sayisal olarak ¢fziimii istendiginde, bu
diferansiye! denklemin n tane birinci mertebe diferansiyel denkleme indirgenmesi gerekir.
Saywsal degerleri bulabilmek icin, ayrica n tane baglangic kosuluna gereksinim vardr,
Omegin;

&y dy  day = ; .
@+aza§+a,a +agy = f(x) (2.3)

bicimindeki 3.mertebe birinci derece diferansiyel denklemi sayisal olarak coziilsiin. Bunun
icin; denklemin 3 tane birinci mertebe diferansiyel denkleme indirgenmesi ve 3 tane de
baglangi¢ kosulunun bilinmesi gerekir. Indirgeme iglemi icin su doniigiimler yapilabitir:

& _, 2.4)
dx
d_232’=t - _"{d_y] it - 2., 2.5)
dx dx | dx dx
dy_didyl_a
ax® dx|dx? | dx
2 3
dy dy ve gy ifadeleri (2.3) diferansiyel denkleminde yerine yazilirsa;

R S

+ast+a; z+agy = f(x)

=-ayt-a;z-apy+ f(x) (2.6)

glee &|&

denklemleri elde edilir. x ve y deBerlerinin bulunabilmesi igin (2.4), (2.5) ve (2.6)
denklemlerinin aym anda (simultane) olarak ¢oziilmesi gerekir.
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Ormnek 2.4 :

d
S
dx

diferansiyel denklemini x = 0 igin y = 0 ve y’ = 1 baglangi¢ kogulunda, Ax = 0.01 alarak Euler
yontemine gore ii¢ adim igin ¢oziniiz.

Yoy Q.7

doniiglimii yapilirsa,

dy_dfay] as
ax? dx|dx| dx
elde edilir. Bu esitlik diferansiyel denklemde yerine yazildigmda,

dz dz
— -y=0 = —_—= 2.8
dx y dx 7 =9

elde edilir. x ve y degerlerini bulmak igin (2.7) ve (2.8) egitlikleri aym anda ¢oziilmelidir.

1. Adim :
Tiirev boliimii

[%]0 —2p=1 (2.7)esitliginde

[9_2_] =yp=0 (2.8)esitliginden
ax jo
Integral boliimii

% =YO+[EX] Ax = 0+ (1)(0.01) = (0.01)
dx Jo
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Z) =29+ E] Ax =1+ (0)0.01)=1
dx 0
X; =Xg+Ax=0+0.01 =0.01
2. Adim :

dy trenc
]l =z=1 2.7) esgitlifinden
[dx]l 1 (2.7) egitlig

[55] =y; =001 (2.8)egitliginden
dx |y

Integral biliimii
dy
ya=yy + [EJ Ax = 0.01 + (1) (0.01) = 0.02
1

2y =2+ [g} Ax =1+ (0.01)(0.01) = 1.0001
1

X = X; + Ax = 0.01 + 0.01 = 0.02

3. Adim

[d_y} =2,=10001  (2.7) egitliginden
dx J

[E‘E] =y,=0.02 (2.8) eitliginden
dx |,
Integral biliimii

Y3 =Yg+ [%] Ax = 0.02 + (1.0001)(0,01) = 0.03
2

23 =12+ [%] Ax = 1.0001 + (0.02)(0.01) = 1.0003
2
X3 =X, + Ax = 0,02 + 0,01 = 0,03

elde edilir.
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