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x3  değeri hesap lanır. Böylece Wegstein yönteminin ilk aşaması  tamamlanmış  olur. ikinci 
aşamada ise aşağıdaki işlemler gereekleştiribr. 

x1=x2  alınır ve xhi  değeri hesaplamr (xlırf(xi)). 
x2=x3 alınır ve xh2  değeri hesaplamr (ıdı2=f(x2)). 

5. ve 6. işlemler gerçeicleştirildikten sonra Wegstein eşitliğinden yeni bir x3  değeri hesaplamr. 
Ilk aşamada hesaplanan x3 ile ikinci aşamada hesaplanan x3  değerleri birbirine yeterince yakın 
ise denldemin çözümü x3  dür. Çözüme yeterince yaklaşdamamışsa iterasyon 'alemine devam 
edilir. 

Örnek 2.2 : 

-x2  + bız + x = O denkleminin Wegstein yöntemine göre çözüm algoritnıasmı  yaııııız. 

Çözüm: 

Öncelikle -x2  + Inx + x = O denkleminin x = f(x) şeklinde yazılması  gerekir. Buna göre; 

x = f(x) = x2  - hız 

elde edilir. Çözüm algoritması: 

I. x I  değeri denklemin kökü olsun, 
ıchı  =x12  - bul  değerini hesaplamr. 
x2  = xhi  xhi  değeri x2  kabul edilir. 
xh2  = x22  - lax2  değeri hesapların. 

Yukarda hesaplanan değerlerden 

xixh2 — ıffilx2  
x3 — 

— x2  —ıdıı  +xh2  

bulımur. 

xı  = x2, x2 değeri ıti'e eşit alınır ve xh1  değeri hesaplamr. 

x2 = x3, x3  değeri x2  alınarak xh2  değeri hesaplant 

(5) ve (6) işlemlerinden bulunan değerlerden yeni x3  değeri hesaplarur. İlk aşamadaki x3  ile 
ikinci aşamadaki x3  değerleri birbirine eşit ise x3  değeri denklemin köküdür. x3  değerleri 
birbirine eşit değilse, yineleme 'alemine devam edilir. 
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2.2 Adi Tilrevil Diferanslyel Denklem 'erin Sayısal Çözümleri 

Adi türevli diferansiyel den/demlerin sayısal olarak çözübnesinde yaygın olarak 
kullanılan yöntemler; 

Euler yöntemi (1. mertebe yöntem) 
Modifiye Euler yöntemi (2. menebe yöntem) 
Runge-Kulla yöntemi (4. mertebe yöntem) 

dir. Bu yöntemler, 1. mertebe ve 1. mertebeye indirgenmiş  adi türevli adi diferansiyel 
denklemlerin sayısal olarak çözümüne uygulanabilir, 

2.2.1 Euler Yöntemi 

Bu yöntemin temeli, Newton-Rapbson yönteminde olduğu gibi Taylor açılunma 
dayanmaktadır. 

—
dy 

= f(x,y) 	 (2.1) dx 

şeklinde adi türevli rliferansiyel denklemaı  xo ve yo başlangıç koşulu belli olsun. Bir x değeri 
için y değeri (2.2) eşitliğinin integrali alınarak bulunur. 

i ely = jf (x, y)dx 	 Y -Yo = i f(%•Y )d% = Ii (XI& 	(2.2) 
dx 

Bu integralin alınması  her f(x,y) fonksiyonu için kolay ollnayabilir. integrasyon işlemi için 
aşağıdaki varsayan yapılır. 

Euler yöntembıln varsayıma 

f(x,y) fonksiyommun x noktasmdaki tlirevi, xo noktasındaki türevine eşittlr. 

Varsayıma göre fonksiyonun önce ıco noktasındaki türevi Mum; sonra integrasyon 
işlemi gerceldeştirilir. 

Y — Yo = jf(x,Y)dx = [—dY]0 d% dx 
%o 	zo 

Y - Yo gxo,Yo) %O= {dşjo(x — %o ) 
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Hesaplama y değerinin gerçek y değerine yakın olmasında M aralığı  önemli rol 
oynamaktachr. Bu &mini aşağıdaki örnek ile açıklanmıştır. 
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x = 3 için, y değeri Euler yöntemin° göre tek adanda bulunduğunda, grafikteu de görüldüğü 
gibi gerçek y değeri ile hesaplanan y değeri arasında fark vardır. 

Aynı  işlem M küçük seçilerek üç adunda yapılchğmda gerçeğe daha yakın bir değer 
elde edilir. 

Y 
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49 



1(1Kr/A Wifiiwoisılöt mAirmaılöt 

Adi türevli diferansiyel denklemlerin Euler yöntemi ile çözümü için aşağıdaki eşitlikler 
yazılabilir: 

Yi+ı  = Yi [—dx Ax 

xi+I = xi + Ax 

"Bu yöntemin temeli Taylor ambmına dayanmaktadır" ifadesi aşağıdaki gibi 
doğmlanabilir. f(x) fonksiyonumm herhangi bir x noktasından uzaklıktaki değeri [f(x+Ax)] 
Taylor %Milana göre, 

A 2 
f(x+Ax) = kat+ f 3x»x + f "(X) — +...+ f ('kr) (Ax?  

21 	 ni 

dur Bu sende birinci türevden sonraki terinder Imal edilirse; 

ffk+Ax) f(x) + f Tk)ök 

bulunur. Bu ifade yukarıda verilen Euler yönteminin temel eşitliğidir. 

Örnek 2.3 : 

dY —= 3x + y2  (Başlangıç koşulu x=0 , y=1) 
dx 

Diferansiyel denklemini Ax= 0.01 alarak Euler yöntemin° göre 5 adım için şizlintlz. 

Çözüm : 

1. Adım: 

Türev bölümü 

= 3x0  + yo2  3(0) + 12  = 
x o  

integre] bölümü 

Yı  = Yı) + 
Ş  
dx()

Ak = 1 + (1)(0.01) = 1.01 

sı xo+Ax= 0+0.01=0.01 
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2. Adım: 

şLY1 = 3xı  + 3,12  = 3(0.01)+0.01)2  = 1.0501 
kx 

y2 =YI  + [—dY 
dx 

M = 1.01 + (1.0501)(0.01) = 1.02 

x2  = 	+ Ax = 0.01 + 0.01 0.02 

3. Adım: 

[= 3x2 + y22  = 3(0.02) +01.02)2  = 1.1004 
dx 2 

Y3 = Y2 + [-d31] M= 1.02 + (1.1004) (0.01) = 1.0310 
dx 2 

x3  = x2 + Ax = 0.02 + 0.01 = 0.03 

4. Adım: 

[-dıl = 3x3  + y32 = 3(0.03)+(1.0310)2  = 1.153 
dx 

Y9 = Y3 + 

x4  -= x3  + 

S. Adım: 

{-dY  1 
dx 

Ax = 

Ax = 1.0310 + (1.153) 

0.03 + 0.01 =. 0.04 

(0.01) = 1.043 

[Ş-1= 3x4 + y42  = 3(0.04)+0.043)2  = 1.2079 
dx 

ys .= y4  + [(11 M = 1.043 + (1.2079) (0.01) = 1.055 
ek 4 

45  zr. x4 + Ax = 0.04 + 0.01 = 0.05 

elde eakr. 
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Kimya MIllıendisligi problem!~ çözümünde birinci ınertebe diferansiyel 
denklemlerin yanında yüksek menebeden diferansiyel denklemlerle de karşılaşılır. Aşağıda bu 
denklemlerin sayısal olarak nasıl çözülebileceği üzerinde dımılmaktadır. 

Yüksek Mertebeden Adi Diferansiyel Denklenderin Sayısal Çözümü 

ıı. mextebeden bir difennsiyel denklemin sayısal olarak çözümü istendiğinde, bu 
diferansiye! denklemin n tane birinci mertebe diferansiyel devıkleme indirgenmesi gerekir. 
Sayısal değerleri bulabilmek için, ayrıca ıl tane başlangıç koşuluna gereksinim vardır. 
Örneğin; 

d3y 	d2y 	dy 
+ ıle y f(x) 	 (2.3) 

dıc 	Mı2 	dx 

biçimindeki 3.ınertebe birinci derece diferansiyel denklemi sayısal olarak çözülsün. Bunun 
için; denklemal 3 tane birinci mertebe diferansiyel denkleme indirgenmesi ve 3 tane de 
başlangıç koşuluntun bilinmesi gerekir. Indirgeme işlemi için şu döntkümler yapılabilir; 

dy z  
dx 

cey 	 d Ş  _ t 	 dı  
clıc 	 dx[ dx] 

	

dx 

dıl[
d2y dt  
--2dz cTx 

dy d2y 
dx dz2 delmi (2.3) diferansiyel denkleminde yerine yazılıma; 

di 
+ a2t +ııı  z + aoy f(x) 

dz 

dt 
— = - a2 t - a1 z - a0y + f(x) 
dx 

denklemleri elde edilir. x ve y değerlerinin bulunabilmesi kin (2.4), (2.5) ve (2.6) 
denklemlerinin aynı  anda (simultane) olmak çözülmesi gerekir. 

(2.4) 

(2.6) 
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Örnek 2.4 : 

d2y 

dıc 
diferaıısiyel denklemini x = O için y = O ve y' = I başlangıç koşulunda, M = 0.01 alarak Euler 

yöntemine göre üç adım için çöztinıtiz. 

Çözüm; 

d2y 
r-()  cbc 

dx - 

dönüşüm-ü yapılma, 

d2y 	_ d [ dy = dz 

ax dr dx 

elde edilir. Bu eşitlik diferansiyel deııklemde yerine yazıklığmda, 

dz 	 öz 

(7x 	 dx 
-y=0 

elde edilir. x ve y değerlerini bulmak için (2.7) ve (2.8) eşitlikleri aynı  anda çözülmelidir. 

1. Ada,,: 

Mtv bölümü 

[
dY  -dblo 

[az 

ıix-)0=Yr° 

imegral bölümü 

(2.7) eşilliğinde 

(2.8) eşitliğinden 

Yı  = yo + [—d/ Ax = O + (1X0.01)= (0.01) 
dx o 

(2.7) 

(2.8) 
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dx = 	+ 	=1+ (0X0.01)= I 

-=x0  + Ax= O+ 0.01= 0.01 

2. Adıııı  : 

Edy 
(2.7) eşitliğinden 

dx 

[dz ] = Yı  = 0.01 	(2.8) eşitliğinden 
dx 

İntegral bölümü 

[11Y 1 dx = 0.01 + (1)(0.01) = 0.02 
dx I 

7,2=71+ [dı] Az = ı  + (0.0ıx0.o1)=1.0001 
dx 

x2  = 	Ax = 0.01 + 0.01= 0.02 

3. Adım 

(2-7) eşidiğülm 

[ dıi = 	y2  = 0.02 	(2.8) eşitliğinden 
dx 2  

intıgral bölümü 

Y3 (ğ  Y2 + [-dY1 
dx 

AX = 0.02 + (1.0001X0.01) = 
2 

0.03 

23  = 22  + [-7-d  = 1.0001 + (0.02X0.01)= 0003 
dx 2

Alc 

x3  :t x2 + Az = 0,02 + 0,01 = 0,03 

elde edilir. 

[ıd 	2.2 = 1.0001 
(k 2 
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