SAYISAL YONTEMLER

2.2.2. Modifiye Euler Yontemi(lkinci Mertebe Yintem) fie Sayisal Céziim

Euler yonteminde bir kez tilrev alma iglemi yapimasma karsm Modifiye Euler
yonteminde, iki kez tiirev almdigmdan bu yonteme, ikinci mertebe yontem de denilmektedir.

Bu yontemin adi tirevli diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimiine uygulanigi
agapidaki algoritma ile verilebilir.

Omek olarak baslangig kogulu X, y, olan

&

ok f(x,y)

seklinde adi tiirevli diferansiyel denklemi Modifiye Euler yontemi ile ¢bziilsiin. Burada adun
arahig1 Ax secilir.

1) xo ve yo degerlerinden (dy/dx), degeri hesaplanir.

2) Euler ybntemine gore,
dy

=yo+|—=] Ax
Y1=Yo [] ]0

Xi =X+ Ax
degerleri hesaplanir.
3) Ikinci iglemde hesaplanan x, ve y, degerlerinden yeni bir (dy/dx), tiirevi hesaplanr.

4) 1. ve 3. iglemlerde hesaplanan tiirevlerden
dy _1ffay] . [dy
dx  2||dx |, dx |y

ortalama tiirevi bulunur,

§) 1. iglemde verilen X, ve y,, degerinden Modifiye Euler yontemine gére yeni x; ve y; degeri
agagidaki gibi hesaplanur;

dy
=yo+|—| Ax
Yi1=Yo [‘b‘]o

X) =Xo+ Ax
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Bu gekilde 1'den S'e kadar islemler tamamlandiginda integrasyonda bir adim ilerlenmis
olur.Ikinci adim icin 5. islemde hesaplanan degerler kullanilir ve 1. adimdan baglayarak, tiim
admlardaki hesaplamalar yinelenir.

Modifiye Euler yontemi agagida bir rnek probleme uygulanmgtir,

Ornek 2.5 :
L J y?

diferansiyel denklemini x, =0 , yo=1, Ax=0.01 kogullarmda Modifiye Euler yontemine gore 3
adim icin ¢dziiniiz.

Coziim :

1. Adim :

dy [ _ 1 e
-4 =3x,+ =(HH+(+*=1
[ ]0 Xg + Yo© = (3)X0) + (1)

y1=Yo+ [gﬂ Ax =1+ (1)(0.01) = 1.01
0

X; =Xg+Ax =0+ 0.01=0.01

{d_dxy} = 3x; +y;2 = (3X0.01) + (1.01)2 = 1.0501
1

o o [d_y} + [QJ =0.5 (1 + 1.0501) = 1.025
ax [ 2[lax)y Lax),

Y1=Yo t [E!il Ax =1 + (1.025)(0.01) = 1.01 *
dx 0

X; =Xg+Ax =0+ 0.01 =0.01 *

2. Admm :

[EX_Y] = 3%, + 2= (3%0.01) + (1.01)2 = 1.0501
1
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ya=y1 + I:g;}:] Ax =1.01 + (1.0501)0.01) = 1.02
1

X1 = Xg + Ax = 0.01 + 0.01 = 0.02

{%] = 3%, + yp2 = (3)(0.02) + (1.02)2 = 1.1004
2

Yt [ﬁ] + [ﬂ] = 0.5 (1.0501 + 1.1004) = 1.075
ax [ 2|lax] [ax)

—— [%X] Ax = 1.01 + (1.075)(0.01) = 1.02075
X
1

Xg =Xy + Ax = 0.01 + 0.01 = 0.02
3. Adim :

[gﬂ = 3%, + Yo2 =(3)(0.02) + (1.02075)2 = 1.102
2

Y3 =yq+ [gx—y] Ax = 102075 + (1.102)(0.01) = 1.032
2
X3 =Xp+Ax =0.02+ 0.01 = 0.03

[%] = 3xq + 32 = (3)(0.03) + (1.032)2 = 1.155
3

[_d).’_] =l[[,‘l¥} + [i‘lu=o.5(1.1oz+1.155)=1.1235
a [, 2|, [ax

y3=y2+ {:g] Ax = 102075 + (1.1285)(0.01) = 1.022
2

x3 = X3 + Ax = 0.02 + 0.01 = 0.03
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BOLUM 3. DEGISKEN KATSAYILI IKINCI MERTEBE ADI
TUREVLI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN SERILERLE COZUMTU

3.1. Frobenius Yontemi

X2 25’+ xF(x)—— +Gx)y =0 (3.1)
F(x)zF{}d- P1X+F2X2+... t32)
Gx)=Gg+ Gx+Gyx2+... (3.3)

olarak verilen degigken katsayili ikinci mertebe lineer diferansiyel denklemin,

y= ax"te . (ap#0) (3.4)
n=0

ile verilen seri biciminde bir ¢oziimii olsun. Buna gbre (3.4) egitligi (3.1)' saglamahdir. (3.4)
esitliginin birinci ve ikinci tiirevleri alimirsa;

= Zan(n+c)x“+°'l (3.5)
u=0

dz’; Zan(u+c)(n+c 1)xo+e-2 (3.6)

dx n=0

(3.2-3.6) egitlikleri (3.1)'de yerine konursa;

X2 ¥ ag(n+e)m+c-1)x"*2 |+ x (B +Fyx + Fpx2+..) {Zan(n +c)x“+°'1:}

n=0 n=0

+(G0+G1X+G2X2+...) Zanx""'c:O (3.7

n=0

Zan(n+c)(n+c DX™* 4 (Fg +F x + Fpx2+.. )Za (n+c)x"+°
n=0 n=0

+(Go+ Gyx + Gx2+...) zaux‘““ =0 (3.8)
n=0
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(3.8) egitliginde x'in katsayilar: sifira egit olmahdir. x'in en kiiiik iissii n=0 igin ¢ olacaknr.
n=0 igin x0*+e=x¢

En kiiciik iislii terimin katsayilarmm sifira esitlenmesi ile Indis Egitligi bulunur.

xC 'nin  katsaysi : age(c-1) + Foage + Gpag = 0 (3.9)

xC+l'in - katsayisi : aj(c+1)c + Foay(c+1) + Fiage + Goa; + Gyag= 0 (3.10)

xC+2'nin katsayisi : ap(c+2)(c+1+Fgar(c+2)+F  a) (c+1 HF anc+Goas+Gag+Gaag = 0 (3.11)

xMC'nin katsayisi: a (n+c)(nc-1) + Foay(nte) + Fray_j(ne-11+ Faoa, 5 (n+e-2)

+ Ggay + Gjay.| + Gy o =0 (3.12)
(3.9) esitliginden,

ag [e(c-1) + Foe + Gyl = 0 (3.13)
ag sifirdan farkl olacagmdan,

e(c-1) + Egc + Gy = 0 (3.14)

cl(c-1) + Fgl+ Gy=0  Indis Esitligi (3.15)

olmalidir, (3.15) egitligi, c] ve cp gibi iki kokii olan ikinci derece cebirsel bir egitliktir.

¢2-c+Fpe+Gy=0 (3.16)
c2+ (Fy- 1) +Gp =0 3.17)

Bu egitligi saglayan c; ve cynin degerine gore ili¢ durumn vardir. Diferansiyel
denklemlerin Frobenius yontemi ile ¢oziimiinde bu ii¢ durum gozoniinde bulundurulmalidur,

1. Durum :

c| # ¢p ve ¢1-¢p = j olmak lizere, j tamsayi degilse degisken katsayih ikinci mertebe

lineer diferansiyel denklemin ¢oziinii,

y=yr+yz= 2ax 1+ Y ax"2 (3.18)

n=0 n=0

olarak verilir.
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2. Durum :

€] =CyVeC|-Cp =j =0 ise genel ¢oziim,

y=ou(x.cy)+8 [@) (3.19)
dc o=
egitligi ile verilir. o, ve 8 birer sabittir.
3. Duram :

¢ #¢5,j# 0 ve tamsayi ise genel ¢oziim,
d ' ;
y=Au(xcy)+B S [(e-cpu(x,c}le=c; (3.20)

seklindedir. A ve B birer sabittir.

Not : (3.4) esitligindeki c indis esitliinden buhmur. ¢ ve ay'in bulunmasi, agagida
omeklerle agrk.lanm];.nr

Ornek 3.1 : (Frobenius yontemi - 1. durum)
4xd—2y§ 6D iy=o
a2 dx

diferansiyel denklemini Frobenius ydntemine gore ¢oziiniiz.
Coziim :
y= Z a uxn+c
n=0

biciminde verilen seri, yukarda verilen diferansiyel denklemi saglamahdir. Buna gore;

g—x- = z‘{]«in(}:l+c)x“+c -1
n=

dzy Zan(n+c)(n+ c-xo+e2
n=0

61



KIMY A MUHENDISLIGE MATEMATIGH

ifadeler: diferansiyel esitlikte yerine konursa;

4x Zan{n+c}('n+c~l')x““"2+ 6 Zaﬂ(n+c)x”+c'l+2anx“+c =0

n=0 n=0 n=0

Z[“an(ﬂ"‘c}(ﬂ*‘ c- X" 4 6a, (n+c)x™+e! +aux“+°] =0
n=0

o

Z{au(Zn+2c)[2(n+ c-1+ 3]::““'1 + anx“”} =0

n=0
D4 (20+2c)20+2c+1) X" 4 Ya, xP*e (1)
n=0 n=0

olur, Bu ifadede a, ve x sifir olamayacagmdan x'in katsayilari sifira egittir. Burada x'm en
kiigiik iissii (n=0 i¢in) ¢-1 'dir. Bu gekilde olugturulacak indis egitlifinden ¢ degeri bulunur,

n=0 igin ag2c (2c+1)x=1=0
x%! ve a sifir olamayacagmdan indis egitligi;
c2c+l)=0 = ;=0 ., cp=-1/12 (2)

bulunur. j=¢;-c,=0-(-1/2)=1/2 'dir. Bu diferansiycl denklem, Frobenius y&ntemi 1. duruma
gore ¢oziilmelidir. Genel ¢dziim,

Y=Y1+y2= Yax 1+ Yax 2 3)
o=0 n=0

seklindedir.

a, katsayisimn bulunmas: : (1) egitliginden;
n=0 igin x®!'in katsayis;, ag2c(2c+1)=0 , (Indis esitlizi)
n=1;0 i¢in x¢ 'in katsayis1,  a;(2c+2)(2c+3+ag=0 (4)
n=2;1 icin x*+'in katsayis1,  ay(2c+4)(2c+5)+a; =0 5
n=3;2 i¢in x*+%'in katsayisi,  a3(2c+6)(2c+7)H+a,=0 )
1.1:n;n-1 icin x™+¢-L'in katsayisi, a,(20+2¢)(2n+2c+1)H+a, 1 = 0 N
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