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2.2.2. Modifiye Euler Yönteml(İkinci Mertebe Yöntem) Ile Sayısal Çözüm 

Euler yönteminde bir kez ttirev alma işlemi yapılmasma karşm Modifiye Euler 
yönteminde, iki kez türev anadili:Küm bu yöntem; ikinci mertebe yöntem de denilmektedir. 

Bu yöntemin adi ilİTCVIİ  diferansiyel denklemlerin sayısal çözümüne uygulama] 
aşağıdaki algorinna ile verilebilir. 

Örnek olarak başlangıç koşulu xo, yo olan 

= fillıY) dx 

şeklinde adi tilrevli diferansiyel denklemi Modifiye Euler yöntemi ile çözülsün. Burada adım 
arabğı  Ax seçilir, 

I) xo ve Yo değerlednden (dyıdx)0  değeri hesaplamr. 

Euler yöntemin° göre, 

dY Yı 	Yo= Yo + [—
dxo 

XI =10+AX 

değerleri hesaplara. 

ikinci işlemde hesaplanan xı  ve yi değerlerinden yeni bir (dy/dx)i ~vi besaplana 

t ve 3. işlemlerde hesaplanan türevlerden 

—1[{1dx — 2 dx o dx 

ortalama türevi bulunur. 

1. 'alemde WTilell xo ve yo değerinde,n Modifiye Euler yönteınine göre yeni xı  ve yı  değeri 
aşağıdaki gazi hesaplanir, 

dy 
Yı  = Yo Hm 

o 
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KIMYA MOIMMISLIĞI MATEHATIĞI 

Bu şekilde inen Ye kadar işlemler tarrıamlandığında imegrasyonda bir adım ilerlemniş  
olur.lkinci adım için 5. işlemde besaplanan değerler kullanılır ve 1. adımdan başlayarak, tam 
adnnlardaki hesaplamalar yinelenir. 

Modifiye Buler yöntemi aşağıda bir örnek probleme uygulanmıştır. 

Örnek 2.5 : 

t./  = 3x + y2  
dx 

diferansiyel denklemini xo =0, y0=1, Ax=0.01 koşullarında Modifiye Euler yöntensine göre 3 
adım için çözthıtlz. 

Çözüm ;  

1. Adım : 

[4 	= 3x0  + yo2=. (3)(0)+ (1)2  = 1 
dx

0 
 

dy 
Yı  = yo [H dut =1+ (1)(0.01)= 1.01 

dx o  
=xo+dx =0+ 0.01= 0.01 

= 3x1  yi2  (3X0.01)+ (1.01)2  = 1.0501 
dx 

[dx 
dyl0 

	dx o {l 
dy 

= 0.5 (1+ 1.0501) = 1.025 
di 

dy 
Yı  = + 	Ax = 1 + (1.025)(0.01) ı* 1.01 

dx 
=. re + Ax = + 0.01 = 0.01 

2. Adım : 

[41 = 3xı  + yı 2= (3X0.01)+ (1.01)2  = 1.0501 
dx 
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SAYDAL YONTENLIER 

Y2 = Yı  + Idx_ fırd  1 AX = 1.01 I- .0501X0.01) = 1.02 k 
= xo+Ax = 0.01+ 0.01= 0.02 

[aYi = 3x2  + y22  = (3X0.02)+ (1.02)2  = 1.1004 
dx 

[dY-1
t 
 , 1R dY] [dYli 	= 0.5 (1.0501 + 1.1004) = 1.075 

dx 	dx 	dx 

dy 
Yı  SIZ Yı  +[;fıl Zıx =1.01+ (1.075)(0.01)=1.02075 

x2  = + M= tel + 0.01 = 0.02 

3. Adım! 

[1  = 3x2  + y22  = (3X0.02)+ (1.02075)2  = 1.102 
dx 2 

Y3 = y2 + [—dY1 Ax = 1.02075 + (1.102X0.01)= 1.032 
dx 2 

x3  = x2  + Ax = 0,02 + 0.01 = 0.03 

dx= 3x3  + 3732 = (3)(0.03)+ (1.032)2 = 1.155 

[ 41
2 
 .1[Fdıl + [dı'l 	o.s 0.1o2+ lassı  = 1.1285 

dıc 	2 1 _I 	1dX J3 

[ _ dy 

	

y3 = + 	Ax = 1.02075 + (1.1255)(0.01) = 1.022 
dx 

x3* x2 + Aır = 02.02 + 0.01= 0.03 
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BÖLÜM 3. DEĞIŞKEN KATSAYILI IKİNCİ  MERTEBE ADI 
TUREVLİ  DIVERANSIYEL DENICILMLERIN SERİLERLE çözümü 

3.1. Frobenitts Yöntemi 

(ey xF(x)—dy 
+ G(x)y = O (3.1) 

(3.2) 
(3.3) 

(3.4) 

dx2 	dx 

F(x) = Fo + Fıx + F2x2+ 

olarak verilen değişken katsayilı  ikinci mertebe lineer diteransiyel denklemin, 

00 

y 	 a nx 	c 
. 	(ao 

ıı=0 

ile verilen seri biçiminde bir çözümü olsun. Buna göre (3.4) eşitliği (3.1)1 sağlamalıdır. (3.4) 
eşitliğinin birinci ve ikinci türevleri alınırsa; 

= 	ana) + eix"şi 	 (3.5) dx 4-1  n=o 

d2y _ Ean(n+e)(n+c-1)xn+c-2  
dx c=o 

(3.2-3.6) eşitaleri (3.1)'de yerine konursa; 

x2 
 [

Ian(n + c)(n+ -1)x"*-2] + X (F0 +Fix + F2x2+..) [Ean(n 
n=0 	 o=0 

+ (Go+ ü' + 02X2+ ...) innon" = O 
n=0 

+ (Go + Grx + G2O2+ ...) Itagn+c  = O 
o=0 

00 

(3.6) 

)en  

(33) 

(3.8) 
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(3.8) eşitliğinde x'iıı  katsayılan sıfıra eşit olmalıdır. x'in en küçük üssü 11=0 içine olacaktır. 

n = O için xn+c= xe 

En küçük üslii teriinijı  katsayılarımn sıfira eşitlenmesi ile indis Eşitliği bulunur. 

xc 'nin katsayısı  : soc(e-1) + Nas + Goao = O 	 (3.9) 

xeıti 'in katsayısı : ar(e+1)c + Foai  (c+1) + F acc + Coal  + G1aş  O 	 (3.10) 

ıcc-l2`nin katsayısı 911 82(.0+-ıvel-1)+Faa2(41.2)+Fiai(c+I)i-F2Ş+GOa2+Gı lli+02a0= O (3.11) 

wionin katsayısı: au(n+cgn+c-1)+ Foati(n+e) + F1an.1 (1+c-1)+ F2an.201+c-2) 
GOan Glanf 0281ı-2 =-() 

(3.9) eşitliğinden, 

[c(c-1)+ Foe + Go] -= O 

ao sıfırdan farklı  olacağından, 

c(e-1)+ 	+ Go = 
cEc-1)+ Fol + 	= O indle Eşitliği 

olmalıdır. (3.15) eşitliği, ot ve e2 gibi iki kökü olan ikinci derece cebirsel bir eşitliktir. 

e2  -c+Foc +Go =O 
c2+ (F0- 1)c +Go av O 

(3.14) 
(3.15) 

(3.16) 
(3.17) 

Bu eşitliği sağlayan ci  ve cinin değerine göre üç durum vardır. Diferansiyel 
denIclentlerin Frobenius yöntemi ile çözümünde bu üç durum gözönthıde bulundurulmalıdır. 

1. Durum: 

02 ve e1-02 = j olmak üzere,) [masayı  değilse değişken katsayılı  ikinci mertebe 
lineer difezansiyel denIclemin çözümü, 

ri 	nı  c-2  
Y = Y1 'F' Y2 = Iş" Zd anX 

n=0 	o=0 
(3.18) 

olarak verilir. 

(3.12) 

(3.13) 
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Durum: 

c2  ve ci -c2  = j O ise genel çözüm, 

art 
y =ot uşx,c0+ B 

eşitliği ile verilit a ve B birer sabittir. 

Durum: 

c; * c2  , j* O ve tamsayı  ise genel çözüm, 

y -4 A u(x,c2) + B —
a 

ke-cimx,eme=c, 
ae 

şelclindedir. A ve B birer sabittir. 

Not : (3.4) eşitliğindelci c indis eşitliğinden bulunur. c ve anIn bulunması, aşağıda 
ömelderle açıklanmıştır. 

Örnek 3.1 : (Frobenius yöntemi - 1. durum) 

4x—
d2y 

 + 6—
dy

+ y O dx2 dx 

diferausiyel denklemini Frobenius yönteınine göre çözlintl2. 

Çözüm :  

= 
n=0 

biçiminde verilen seri, yukarıda verilen diferansiyel denklemi sağlamalıdır, Buna göre; 

Y 	4c  
EL1/2013- 001+C -1)Xn+C-2  
9.0 

(3.19) 

(3.20) 

61 



KIMYA MOMMISIIĞI ISATILNLATIĞ  

ifadelen diferansiyel eşitlikte yerine konuma; 

4x Ean(n+c)(n+c-l)xa4-24 6 Ian(n+cm"c1+Eanx12  
n=0 	 n=0 	 n=0 

mıc I[4au(n+ c)(n+ o- 1)xn+c-I  + 6a, (n+ c)ıın+c-1  
no0 

I{a0(2n + 2042(n+ e -1)+3]x"c1  + a„x12"} 
n=0 

Ear,(2n +2c)(2n+ 2c 4.1) xn*ş°  + Xafl xnhlc 	 (1) 
o=0 	 11=0 

olur. Bu ifadede an  ve x sıfır olamayacağmckm xlıı  katsaydan sıfira eşittir. Burada xfiı  en 
küçük üssü (n=0 için) c-l'dir. Bu şekilde oluşturulacak indis eşitliğinden c değeri buhınrnır. 

ııı+0 için ao 2c (20+1) ri O 

ve ao sıfır olıunayacağmdan Indts eşitliği; 

c(2c+1)=0 	cj=O, c2=-1/2 
	

(2) 

(mimar. j 1-c2 )-(-1(2)=1f2 'ffir. Bu diferansiyel deuldem, Frobenius yöntemi I. duruma 
göre çözülnıelidir. Genel çözüm, 

Y = YI 4-  Y2 = Digtu-"I 	anx" c2 
	

(3) 
no0 	n=0 

şeklindedir. 

an  katsayısına, bulunması : (1) eşitliğinden; 

n+0 	için xc-1  'in katsayısı, a02c:(2c+1) , (intik eşitliği) 
n=1;0 için xe M katsayısı, ai(20+2X2c+3)+a(M:ı 	 (4) 
n=2;1 için act-l'in katsayısı, a2(20+4)(20+5)-ıa1  4:1 

	
(5) 

n=3;2 içim xc-(7'in katsayısı, a3(204-6X20+7)+112=0 
	

(6) 

n:m0:1-1 için xn+c-1111 katsayısı, an(2n+2c)(201+20+1)-ı-a i  = O 
	

(7) 
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