DEGISKEN KATSAYILI IKINC! MERTEBE ADI TOREVL! DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN SERILERLE COZIMU

a 1
4) esitliginden, 1 =——— 3
e e &)

a 1
5) esitliginden, 2 =———— 9
Ol esitipinde a; (2c+4)(2c+5) ©)

o— a3 _ 1
(0) eqitimden, ap (2¢+6)(2c+7) L

a 1

(7) esitligi B Tekrarlama Bagmtss 11
) egilifinden, a,;  (n+20)2n+2c+1) | agmis) an
ay/ay orani,

fno B0 ) Mo d

4p ap.j8pp a3 a; ag

olarak yazilir. (8-11) esitlikleri burada yerine konursa;

an _[_ 1 _ 1 _ 1 . 1
E;'[ (2n+2c)(2n+2c+1))'"( (2c+6)(2c+?})( (20+4](2c+5})[ (2c+2)(2c+3}]

ag _ ()"
a9 (2n+2c+1)!

-1)" -
e=0igin; ap= D s ve y = Yap

@n+1) O -~

1/2

Z("I) ag x0 X
(2n+1)1 X2

ag Z( n (2n+1)12
n=0 (Zn+1)!
n_(2n+l)
sinx = Z-——-—-——( 1 x :
amo (2n+1)
30 5
y1 =—J";"Sm X
bulunur,
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KIMYA MUHENDISLIGT MATEMATIGH

- —1® &t
= ; afizu))sao ve y3= Yap "'

n=0

o3 (_I)Rao x(n-il2) XUZ

Vo= 2 2n)! <172
a9 % (-1)"x"
Yp= —p= TT
vx n=0 ( n)
20 n_2n
€OSX = Ehx olduguna gore,
=~  (2n)!
n=0
- 20 \/‘
= —=CcosyX
¥2 J';

dir. Béylece genel ¢iziim,

sinw/;_'_BcusJ;
X X

)’-‘-AT e

Ornek 3.2 : (Frobenius youtemi - 2. durum)

&y

dy
X—— +(lx)—= - v=0
) ( )! &

diferansiyel denklemini Frobenius yontemine gore ¢oziintiz.

Cozlim :
y= Zanxn-!-c
n=0

bigimindeki seri, yukarda verilen diferansiyel denkleni sajlamalidir. Buna gére;

dy _ w -1
i Y a (n+c)x™*e

n=0

ay_

5= Zan(n+ c)(n+c-1)x"+e2
dx

n=0

64



DEGISKEN KATSAYILI [KINCI MERTEBE ADI TOREVL! DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN SER{LERLE cOZOMU

esitlikleri diferansiyel denklemde yerine konursa;

x Zﬂll(ﬂ+c)(n+c—1)x“+°‘2+ (I-X)Zan(n+c)x“+‘='1 - Y agxc =0

n=0 n=0 n=0

Zan(n+'c)(n+ c-xBtely Z‘an(n+c):|(”+"‘1 z zan(n +o)xPTe - Zanx‘”‘:o
=0 n=0 n=0 n=0

Y ay(+o)(te-1)+ 1ot - Y ag[(m+e)+1x" =0

n=0 n=0
Y apm+e)m+e)x™ e = B ag(n+c+ DxITC=0 (1)
n=0 n=0

xo+e-1 i katsayisi sifira egitlenir ve ¢ bulunur.
n=0 igin, age2=0 , (Indis esitligh = ¢;=0, cp=0
j=cy¢;=0 oldugundan diferansiyel denklem Frobenius yontemi 2. duruma gore ¢ozilir.

Genel ¢oziim denklemi,

)
= cP+HB —
y=ouXx.c)+ [Bc)

c= Cl
seklindedir. (1) egitliginden,

n=0 icin x°!'in Katsayisi, agc?=0 (indis egitligi) )
n=1:0 icin x° 'in katsayisi, a; (c+1)2-ag(c+1)=0 3
n=2;1 icin x°*!'in katsayis1, a,(c+2)%-a; (c+2)=0 4)
n=n;n-1 icin x2+<-! 'in katsayisi, ap (n+¢)? - ap_; (n4c) = 0 3)

(3-5) egitliklerinden,

ap _ 1
ag (c+1)
..
a; (c+2)
an 1

=- (Tekrarlama bagmtisi)
ag| (n+c)
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ﬁ]‘= an i __3__2_4 1 1 1

g  ap) ag., 8 3y (n+c)  (c+2)(c+]l)

a — 1 .6.
n (n+c)IaO (6)
Y1 =u(x,cy) = Eanxmcl (7N

n=0

Birinci ¢6ziim y, i bulmak icin (6) esitlii (7)'de yerine konur,

i xu+¢1
y1= ag ; (e) =
n=O(n-i-c])!
i n
1= > a
<
eX= Z— oldufundan y; =agyeX ‘dir.
|:|=0
Y1 =u(xcq) = o eX (8)
au a frer) x!H-c
¥2 =(—) =*"{ — a9 9
dc e=c, 30_5 (n+c)t )c:c]

(9) esitliginin c'ye gére tiirevini almak icin agagidaki gibi bir diizenleme yapilr.

o0

K

g)tn Py =X £ 1(0).£5(€).£,1(0).... £(0). £3(€). Fp(c).£; (c)

Z 1 1 1 1 1 1
¥ ln+c)f (n+c)(n+c-1) T (cH+4) (c+3) (c+2) (c+1)
£a1(0=x0%,  fiy= L Rt £4(c)= e |
o 7 (m+e) fo- (n+c—1) (c+4)

1 1 _

fy(c)= ——— __, filc)= —— 10
3(©) (c+3) D vy HEE (c+1) (4o

Iny=mf (c)+hnf (c) +.+Inf3(c) + In f5(c) + In £ (c)
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3,2=§1=y[£pﬂ+mﬂ+ _____ a0 P10 @ f1© i
dc for1(e)  fu(e) f4(c) Be) o) fi(o)
Erael(© = X0 X, £'() = -1IHCR .o, £4(c) = -1/ cH)? |
£'500) = -U+3P | o) =-UcH2R , f'y(c)= -1hct1y (12)

(10) ve (12) esitlikleri (11)'de yerine konarak ikinci ¢bziim (y,) bulinur,

d o e 1 1 1 1 1
y2=L = > Inx — = e = = = = )

de (n+c¢c)! c+n c+4 c+3 c+2 c+1

n=0 =0
Y2 = i}f_’i(]ﬂxﬁ .l_ s =5 _1, —_ 1 - .1. _1)
2700 Ly a 4 3 2
1 1 1 1
=BeXInx-BeX |1+ _4+-4—+ ... +— 13

2 ( 273 34 n] o

Genel ¢oziim : y = y| +y5

y=oeX+B|eXmx — & [1+141, 1, s
2 3 4 n

olarak bulunur,

Ornek 3.3 :

d

X(1-x) ZY +@50 Y ay=0
dx* dx

diferansiyel denklemini Frobenius ybntemine gére ¢oziiniiz.

Coziim :

(==
y= Zanxmc

n=0

bigimindeki seri, yukarda verilen diferansiyel denklemi saglamalidir. Buna gore;
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ﬁ_‘—. Zan(n+ C)(n+ c- 1)xn+c_2

n=0

ifadeleri diferansiyel egitlikte yerine konursa;

Z[x(l -X)a,(D+c)n+c- DAL L, 5x)a, (n+c)x"+el - 4a,x"*| =0

n=0

Z {au(n+ c)m+c-Dx™ o (n+e)n+c- x4 2a, (n+e)x"HE!
u=0

~Sa,(n+c)x"*C- 4anx”+°} =0

Z[an(“ +c)(n+c-1)+2ap(n +C)]x"+c“1 = Z[an(n +o)(m+e-1)+Sap(n+c)+4ay x"*¢ =0
n=0 n=0

D an@+ o)+ e+ x™ = N a [(n+e)(mtc-1)+5)+4x" =0

n=0 n=0
i o0

Zan(n+ e)(n+c+)xP+el - Zau (m+c+2)°x"*°=0

n=0 a=0

Indis esitligi (n=0 ve x>! igin), agc(c+1) =0
ag sifirdan farkli oldufundan, ¢; =-1 ve ¢;=0"dir

Jj=¢-cp=-1-0=-1'dir. j tamsay1 oldugundan diferansiyel denklem Frobenius y&ntemi 3.
duruma gore ¢oziilmelidir. Buna gore genel ¢tziim agagidaki gibidir.

y=Auxcy)+B -é% [(c-cu(x,c)lo=ci

ay, katsayisinm bulunmas: :
ap _ (c+ 2)2 _c+2 Burada ¢ =-1 igin belirsizlik ortaya gikar(ay /ag = ),
ag  (c+1)(c+2) c+l Bu nedenle birinci ¢oziim igin ¢, = 0 almmalidr.
. 2
a_ (c +3) _c+3

a, (c+2)(c+3) c+2



DEGISKEN KATSAYILI IKINCt MERTEBE ADI TOREVL! DIFERANSIVEL DENKLEMLERIN SERILERLE COZOMU

a3 (c+4)> _c+4

a; (c+3)c+4) T c+3

2
ap _ (c+n+1) _D+c+l (Tekrar Bagmtiss)
a, 1 (n+c)(n+c+1) n+c
ap _ Ay ag, 2333 _n+c+l n+c C+4 c+3 c+2 n+c+l
80 a5 355  ap8;39 D+C n+c—1  c+3 c+2 o+l o+l
_n+e+l
c+1
Y1 =u(x,c2)= Zanxn+c2= Ziﬁr_laoxﬂﬂ:J
=0 n=0 °* &,=0
y1 =29 Z(n+l)xrl = ag(14+2x+3x24+4x3 4. +(n+1) x1)
n=0
_ a8 .
y1= 1
1 1-x)2 H
J a
¥2= o= [(€€¢) X Ole=cia1 = — [(C+1) ux,0)Jo= 1 (2)
dc dc
o n+c+l ote
u(x,c) =
Kee) Z c+l Bk
n=0
) uxe)= Y (n+c+1)ax™* (3)

n=0

(3) esitligi (2)'de yerine konursa;

y2=%[2(n+c+l)a0x“”} » (d(xD+©) / dc = x04¢ Inx )
c=-]

n=0

Yo = % iao[x‘“c +(n+o+ I)x“”lnx} =ag ix““l +ap inx“‘llnx

n=0 e=—1 n=0 n=0
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Ya=ag (X' + 14+ x+x2+...) + aghox (1 + 2x + 3x2+...)
Y2= 2001+ x+x2+..)+ aginx (1 + 2x + 3x2+...)
X

bulunur. Burada;

1
——=14+x+x2+... ve

z=1+2x+ 24 ..
I-x (1-x)

oldugundan y, ¢coziimii,

=_% _, 8inx 4
x(1-%) " (1-0)? %

y2

geklindedir. (1) ve (4) ile verilen egitliklerden genel ¢éziim (y=y1+y,) elde edilir.

. A , B _ B
(1-x)? x(1-x) (1-x)2

Ornek 3.4 :

d’y

dy
X —5+(Xx1)—=-y=0
5+ (x-1) y

diferansiyel denklemini Frobenius ydntemine gére ¢bziiniiz.

Coziim :
y= ZaanHC
=G

bicimindeki seri, yukarda verilen diferansiyel denklemi saglamalidir. Buna gore;

dy - n+c-1
- = a {n+c)x
i = 2

dy

= Z ag(n+c)(m+c-1)x"te?2
a2

o=0

egitlikleri diferansiyel denklemde yerine Konursa;
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X ‘S_:ran(n-i-(;)(11+c-1))(':”":'2 +xZan(u+c)x“+°'l -2‘an(n+c:;))c“+':'l - Zanx“"'czﬂ

n=0

Indis egitligi (n=0, x*1 igin) : age (c-2) =0

n=0

o=0 n=0

Z[an(n+c)(u+c --ay(m+ o)kt + Z{an(n+ c)-a, X"°=0

n=0 n=0
Y ay@+c)m+c-2x" N+ Y ap(ntc-Dx"E=0 (1)
o=0 u=0

ag# 0 oldugundan, ¢; =0 ve ¢, =2 'dir.

j = ¢1-c;=0-2=-2 'dir. j tamsay1 oldugundan diferansiyel denklem, Frobenius yontemi
3. duruma gore ¢oziiliir.

ay, katsayisiin bulunmasi : (1) egitliginden;

n=0 icin x<! ‘nin katsaysi, age(c-2)=0 (indis egitligi) )
n=1;0 icin x¢ 'in katsayisi, aj(c+1)(c-1)rag(c-1)=0 3
n=2:1 icin x°*!'in Katsayisi, ap(c+2)c+a;c=0 )]
n=3;2 icin x“+2'nin katsayisi, az(c+3)(c+1)+ay(c+1)=0 &)
=n;n-ligin x7+¢-1'in katsayisi, ap(n+c)(ntc-2)Hag | (n+c-2)=0 (6)
yazilir. (3-6) esitliklerinden;
a_ (=) 1 .
ap (c+1)(c—13) c+1 M
a c 1
Bgwae™ e 2, (8)
a (c+2)c c+2
a3 _ (c+_1) __ 1 -
ay (c+3)(c+1) c+3
By . @%¥c=2) __ 1. (ekrarlama bagmtsi) (10)
a,_1 (n+c)(n+c—2) n+c
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bulunur. ¢'nin 0 ve 2 degerlerinden hangisinin birinci ¢bziimde kullamlacagi, bir bagka
deyigle hangi degerin ¢, olarak ahnacag tekrarlama bagmtsi yardim ile belirlenmelidir, Bu
bagmtiya gore, n=2 i¢in c=0 olmas: durumunda ap/ay_ oram, pay ve payda sifir degerini
alacagmdan belirsizlik vermektedir. Bu nedenle birinci ¢oziimde c,=2 olarak almmaldir.
Béylece indis egitlifinden bulunan c; ve ¢, degerleri de kontrol edilmis olur. Sonug olarak
=0 ve c,=2 almmalidur.

dy _ 8y By  Hapa -1 -1 -1 -1 ~1 ¢

a9  ap.) 5.9 h 288y n+c n+e-1" c+3 c+2 c+l e

Yukanida da goriildiigii gibi ap/ag orami olusturulurken c,=2 oldugundan pay ve
payda c ile ¢arpilarak diizeltme yapilmugtir. (n4c)! ifadesinin yazilabilmesi icin bu
gereklidir,

a, _ 2¢-1)"
ap  (n+c)!
_2(-n"
"= (n+c)! o0
u(x,c) = Z{—l) 2agx™" (11)
420 (n+c)! '

+2 2 3 4
Yi ”ll(XCq)‘" Z( l) 2—a-o—x—=2:1 li__x__fi._..._“]

(n+2)! 21 31 4)
n=0
2 X

eX= -1 —~l—x+———+... oldugundan,

2( ’ i 21 3 g

n=0

yi=2ag(eX-1+x) (12)
bulunur.

y2 = % [(c-¢)) u(x.Q)le=¢10

~ a {"—l) 230Xu+c
2= dc {{c O)Z (n+c)! }
n=0 c=¢, =0
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