
DEĞIŞKEN KAT9A311.1IXINcl mERTS213 ADI TOREvLt DIFERANSIYEL DanalfıN 	 

eşitliğinden, a1= 	  
an 	(2c+ 2)(2c+ 3) 

eşitliğinden, 
a2 	1  

(2c+ 4)(2c +5) 

(d) ~den, a3  
a2 	(2c+ 6)(2c+ 7) 

(7) eş 	 1itliğinden, 	— — 	 (Tekrarlama Bağuılm) 	(11) 

	

an_ j 	(211+ 2c)(2n+ 2c+ 1) 

an/an  oraııı, 

an 	an  an.ı 	a2 
ao 	an- ı  an-2 
	

a2 a1 a0 

olarak yazdr. (8-11) eşitlikleıi burada yerine konursa 

1  
ao 	( (2n+ 2e)(2n+ 2c+1)) ( 2e+ 6)(20+7))( (2e-14)(26+5)X (2c+ 2)(2e +3)) 

(_»11 
an 	(2n+ 2c + 1)1 

(in 	
00 

arı  an  = 
(2n +1)1 

an  ve yı  = Dara  
lıno 

= (_"nan n x1/2 
TI 

1(211+1)! X  kin u=0 

an  o. (_flox(2n+1)/2 
Yı  = 

x  n=0 (2n +1)1 

. _ <-1)°x<22+0  
smx ücO (211+1)! 

= Y •5111,dii 
bulunur. 
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y = A ani;+B cosşr 
—ŞC —7T—Z 

KineymıtOnEarolsrlöl ma-~TİĞ1 

(-1)°  ~41; an 	n Y2 = 2ğanX (2r01 

= (Arap  (11-1/2) xlı2  Y2 2, 	X 
n_o  (2n)I 	xI/2 

v v >t = 20 
 ni-10=  (2n)I 

oğ 	n 2n 
COSX - 	(-1) x 	olduğuna göre, 

"r•-ş  (2n)i u=0 

Y2 = 14-•=c+s ex 
dir. Böylece genel çözüm, 

Örnek 3.2 : (Froberdus yöntemi - 2. durum) 

d2y 	dy x-2  
dx 	de 

diferansiyel denkkunnu" Frobenbıs yöntnnine göre çözilıallz. 

Çözüm: 

= 
ne.0 

biçimindeki seri, yukarda verilen diferansiyel denklemi sağlamalıdır. Buna göre; 

v ati(n+ c)xn+c-1 
dx rı=0 

d2y
E  

dx _ 
a (n+c)(n+c-1)xn"-2  

n=o 

n=0 



DEĞIŞKEN FAISAYELI ılaNci MERTFRE ADİ  TOREWIDIFERANSİVEL DENK1.10~ SERILF10  (AZIIM0 

~eri diferansiyel denklemde yerine konuma: 

x E a„(n+ c)(n+ c-1)xa+  C-2+ (1-x) 	(n + c)xa+c-I  - E kıza." = O 
n=0 

 

0=0 	 ıı=0 

Eau(n+ c)(n+ c -1)xal'a4+ E an(n + cgta+şi  - Eau(n+e)xa+  - a 
o=o 	 n=0 	 n=0 	 n=0 

aii(n + c)[(n + c -13+ lixn+a-1  - 	i(n + c)+ lixa÷a  = 0 

n=0 	 n=0 

00 

Lan(n+c)(n+0)ıta+a4  - Ea„,(n+c+1)xn+a= O 	 (1) 

n=0 	 n=-0 

xatş  I 'in katsayısı  sıfira eşidenk ve c bulunur. 

n=0 için, a0c2=0 , (indls eşitliği) 	cl=0 , c2=0 

j=ct-c2=0 olduğundan diferansiyel denk km Frobenius yöntemi 2. duruma göre çözültlx. 
Genel çözüm denklemi, 

y 	ccu(x,c1)+ B 
ac 

şeklinde& . (1) eşitliğinden, 

n'.) için xa1  'in katsayısı. ao c2  O (indis eşitliği) 	 (2) 
n=1;0 için xx 'in katsayısı, at (c+1)2  - ao(c+1)= 0 	 (3) 
n=2;1 için ıta+l'in katsayısı, a2 (0+2)2  - at  (c+2)= O 	 (4) 

n=ngt-1 için xmal 'in katsayısı, ao  (n+c)2  - ao_t  (n+c)= O 	 (5) 

(3-5) eşitliklerinden, 

at 	1 
ao - (C+ 1) 

   

(Tekrarlama bağualm) 
an-1 (n+c) 
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au  = an  an. 	a2 tit 	1 	1 	1 
ao 	all_i  ;34 	a2  a1  ao (ft + 	(c+ 2) (c + 1) 

 

Yı  = u(x,c1)= La/ 
 

rı=0 

Birinci çözüm yı l buhnak için (6) eşitliği (7)'de yerine konur. 

+co n 
YI = E 	X  o(n+ 01)1  

.0  n x 
yl = 

u=0 

(c ı  = O) 

ex 	v x 
nI n=0 

olduğundan =a0ex 'dir.  

Yı  = Idx,e1) = et es 

Y2 =r 	— 
ac I 	 

	

ac 	=el  	..e=0  (n+ cy 2°  

(9) eşitliffinin eye g616 tilreviııi almak kin aşağıdaki gibi bir düzenleme yapılır. 

00 +c 
Y =a=o(n+ ey =xn.c  E X  

0  c 	

I 	 i i r = 	x  
o(n+c)! (n+c)(n+c-1) (c+4)(c+3)(c+2)(c+1) tı = 

fu+I(c)-xn+c, fiğc» 	 . ta./  (e»    84(c» 	 

	

(n+c) 	(n+c-1) 	 (c+ 4) 

, , 	ı 	,_ ı  ğ
(c 	

ı  '3‘
, 
 er

_ 
— i ,

, 
2(ez— 	 (c+ 2). 11)  (c+ I) (c+ 3) 

Iny = hı  fn+ı(c) + in fn(c) +...+ In fş(c)+ lu f2(0)+ ln fı  (e) 
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c+4 c+3 c+2 c+I) 
1 	I 	I 

1 	1 
4 3 2 

L 
1 

c + n 

DEĞİŞICEN KATSAYILIIXAICI MERTEBE ADI TOREVLİ  DİFERANSWEL DENKLEAALERJN SFell FlUP ÇO2OMI7 

dY = fin+I (c) f lu(c) f'4(0) • 
(1 1)  

, 

(12) 

Y2 	Y 
de  

f n+ı (c) = 
f '3(c) = -1 

43+1(c) 

Xri+Cb X , 

(c+3)2 	, 

Ç(c) 

f '2(c)  

f4 (c) 
n(o) 	ft2(c) 	rı (c)] 
(3(0) 	f2(0) 	rı (c) 

.... 	, 	f '4(c) = -1/(0+4)2  
f fı(c)= -1/(c+1)2  

(10) ve (12) eşit/lideri (11yde yerine konarak ikinci çözüm (72)  bıdıumr. 

dy 	na.c x 
Y2 = de  = [ 	+ 	ey(111X 

n=0‘ 

Y2 .= 
vw (

ınX 	 .44  n=rı  

92=Ber lux-If es (1+1+1+1+ 	+ 1) 
2 3 4 

Genci çözüm Y = Y1 + Y2 

y = rtex +B [ex Inıt — (I+ —+ —+ —+  
2 3 4 
1 1 1 

örnek 3.3 : 

x(1-x) d-24dx  + (2-5x) d-fcd  - 4y = O 

diferanslyel deuklemini Frobenius yöntendne göre çözlinilz. 

Çözüm: 

y 
u=o 

biçimindeki seri, yukarda verilen diferansiyel denklemi sağlamalıdır. Buna göre; 

‘ğ- =  
dx u=0 

olarak bulunur. 

(13) 
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KIMYA egrılEtIDISLIĞIMATENtalled 

d2y rı" 
- Lao(n+c)(n+c-1)xn+c-2  

ifadeleri diferansiyel esidikte yerine konursa; 

= O 
n=0 

D'ş  

E Ean(n+c)(n+e-lişa+  
n=0 

c)(n+c-1)xne  + 2an(n+c)xn*  

-5a„(n+c)xn+c- 4a1,x".}.= O 

I[a,(n+e)(n+c-1)+2a„(n+c)]x"+" Eran(n +ege+ e -1). 5an(n+e) + şaş jx"+` = O 

	

n=0 	 n=0 

Eau(n+c)(n+ c+1)ıdaş' -  

	

n=0 	 n=0 

Ean(u+c)(n+ c+1)xa+" Ek, (n+ + 2)2x°+` = O 

	

r.0 	 n=0 

Indis eşitliği (n=0 ve acıl için), ag  c (c+1) = O 
a0  sıfırdan farklı  olduğundan, c1  = -1 ve e2  = O 'dir. 

j tamsayı  olduğundan diferansiyel denklem Frobenius yöntemi 3. 
duruma göre çözülmelidir. Buna göre genel çözüm aşağıdaki gibidir. 

y = A u(x,e2) + B — Bc-cOıgx,c) 

on.kakavısıum_hulınımmu 

at 	(c+ 2)2  	c+ 2 	Burada = -1 için belirsizlik ortaya çıkar(ai /aş  = 

	

(c+1)(c+2) c+1 	Bu nedenk birioci çözüm için ey = O ~dm'. 

a2 	(c+ 3)2  	c+ 3 
at  (c+2Xc+,3) c+2 

dx2 
n=0 
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DEĞIŞK:EN ICAr3AYILI Xnqct MERTFI3E ADI TOREVLI DIFERANSIYEL DFaFRIN SERtT Mil 5  ÇÖZÜMÜ 

	

a3 	(c + 4)2  _ c+ 4 

	

a2 	(c+ 3)(c+ 4) c+ 3 

	

a 	_ 	(c+n+1)2  _ n+c+1 
(n+c)(n+c+1) n+c 

(Tekrarlama bağantisı) 

= a 

aa 	311-1 a0-2 

n+ c+1 
an= 	an c+1 

a3  a2  _ n+c+1 n+c 	c+4 c+3 c+2 u+c+1 
a2  aı  ao 	n+c - n+c-1 	c+3.c+2 c+I 	c+I 

yı  a u(x,c2) 1a,+02.. v  D+ c+ 
1̂-1 c+1 " n=0 	 n=0 

c2=°  

yr := ao  £(11+1)xn  = ao(1+2x+3x2+4x3+....+(ı1+1)xn) 
D=0 

Yla 
(1-x)

2 

Y2 r- 	kc-cı) u(a.c)lc=c1-1 = 	i(c+1)11(x.c)1 

a-• n+c+1 u+c  
11(xc) = L 	aox c+1 

n=0 

(c+1)u(x,c)= E (n + c + 1)acgu+c 	 (3) 
n=0 

(3) eşitliği (2yde yerine konuma; 

a 3,2 = 	01+ C +1>aoxl 	, «xu+9 dc = xil+e > ac n=0 	 4=-1 

y2 = -a— 	ao[xu+c  + (n + e +1)x"c 	= no Exn-I  +ao inxn-rinx ac ..o -r 	n=0 	n=0 
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KİMYA MOBENDISIIĞI mATEMATXX 

+ 1 + x + x2  +...) + kin (1 + 2x + 3x2 +...) 

+ x + x2  +.,.) + a0iııx (1 + 2x+ 3x2 +...) 

bulunur. Burada; 

ı  4-e+x2+ 	ve 	,-1+ 2e+ 3e2 +... 1-x 	 0-ey 

olduğundan y2  çözümü, 

=0  %tuz  12 r- x(1- x) + 
(1- x)2  

şeklindedir. (1) ve (4) ile vezilan eşitliklerden genel (dram (y=y +y2) elde edilir. 

A B  BI=  
Y = 

(1-x)2. x(1 - x) 
+ 

(1- 702  

örnek 3.4 : 

d2y 	dY X —
2 +  

dx 	clx 

diferamiyel denk lemini Frobenius yhntemine göre çöıtintiz. 

Çözüm: 

= Iatıxa+a  
n=0 

biçimindeki seri, yukarda verilen diferansiyel denklemi sağlamalıdır. Buna göre; 

(LY = an(n+c)x9+91 
dx 

atO 

d2Y  = 	au(ıı  +e)(n+ -1)x9+c-a  
dx2 u=0 

gittikleri diferarısiyel denklemde yerine konuma; 

(4) 
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(6) 

DEĞIŞKEN XATSAYILI İKİNCİ  MERT= ADİ  TOREVII DIFERANSMS DENKLETILEPIN arİVIJERIF çözüm" 

xXan(n+c)(n+e-1)z 2 	tau(n+c)zu"1  - '±an(n+c)zn'E'l  - janzn"1"`=0 
0=0 	 cr=0 	 n=0 	 n=0 

+ I[a,,(n+c)- at ]zu"= O 
n=0 	 n=0 

1,itu(o+c)(ıı+c-2)zn+c-1+ Xan(n+c-1)zn"= O 	 (1) 
n=0 	 ıı=0 

'miii; eşitliği (n=0, xe-1  için) : a0 c (e-2) = 0 

arı  *0 olduğundan, ej = O ve c2  = 2 'diz. 

j = e1-c2=0-2=-2 'dir. j tamsayı  olduğundan diferansiyel denklem, Frobenius yöntemi 
3. duruma göre çözülttr. 

an  katsayısına bulunması  • (I) eşitliğinden; 

n) 	için xe-I 'nin katsayısı, a0c(c-2)=0 (inelis 	 (2) 
n=1;0 için xc 'in katsayısı, al(c+IXG-1)+adc-1»0 	 (3) 
n=2;I için zöti 'in luıtsayısi, a2(e+2)c+a1e=0 	 (4) 
n=3;2 için xe+2'nin katsayısı, as(c+3Xol-1)+a2(c+1)=0 	 (5) 

nrin,n-lıçın xıi+r-1,ın  katsayısı, a0(ıı+eXıı+c-2)+a11_1(n+e-20 

yambr (3-6) eşlıüklernıden; 

(c-1) _ I 
(c +1)(c-13) 	c +1 

a2  _ 	e _ 1 
(c+2)c —  c+2 

(c + 1)  
a2  (c+3)(c+1) c+3 

an 	(n+ c —2) _ 1 
(Tekrarlama bağatıs0 	 (10) 

tın_j (n+c)(n+c-2) n+c 
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KIMYA (.(0=131.1öt MATEIMATIĞI 

bulunur. cinin O ve 2 değerlerinden hangisinin birinci şizitmde kullanılacağı, bir başka 
deyişle hangi dağda c2  olarak alınacağı  tekrarlama bağıntaı  yardımı  ile belirlenmelidir. Bu 
bağ/mi:ya göre, n=2 için c=O olması  dumımunda aliao_i oranı, pay ve payda sıfır değerini 
alacağından belirsizlik vermektedir. Bu nedenle birinci çöztınade 02=2 olarak almmalıdır. 
Böylece indis eşitliğinden bulunan ef  ve 02  değerleri de kontrol edilmiş  olur. Sonuç olarak 
ci=0 ve c2=2 alınmalıdır. 

	

alı  au4 	
	a3 a2  _ —1 	—1 	—I -1 —1 c 

a0 	aıi-ı  a0-2 
	a2  a1  ao ıi-ic" ıl+ c-1 	c+3 c+2 c+1"c 

Yukarıda da görüldüğü gibi anıao oranı  oluşturabilirdi c2=2 olduğundan pay ye 
payda c ile çarpılarak düzeltme yapılmıştır. (n+c)! ifadesinin yazdabilmesi için bu 
gereklidir. 

u(x,c) — tic ("""
1) 

112a°xn+c  
(ıı + c)l oto 

= 
yı  = u(x,02)= 	

f_Do2aoxv+2 — 2a° {x2 £3 x4 
E 	  

(n+ 2)1 	21 3! 4! 

= D-1) - = 1- X + -

X2 

- -X3 +. olduğundan, n x
n 

n1 	21 31 

y1 =i2a0 (e-x-1+x) 	 (12) 

Y2 = 	((e-eı  u(x.c)]c=c1.0 

y2  = -a—c  ( c — O) 
a [ 	j(-1) a  2aoıcal 

u=0 	(n+ c)l 
c=cro 

o=0 
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