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DEBİŞKİNXJ.TSAYILIBUNCiMPATFBr ADİ  TOBBvıt DIPEFLANSWEL DENBILAILIBBB &Mi PC Bçözümü 

` 
Y2 = 2a0 Eo[l ır- cx" 

'cOJ 
c 	 

   

Y2 = 210 E. 

 

(1.x"`+exu""kıx)(n+c)I—(--
an

(tı +c)l)cx"` 
( 

((n+ c)02  

   

   

Y2 = 2a0 D-On 	2£10 ş— 

	

u.° 	("it 	n=0 	ni  

	

= 280 rx 	 (13) 

(12) ve (13) eş:MI:ler:nden genel çözüm (y=yı  +y2) bulunur. 

y=2aci(e-X- 14- x)+2a0e-x=aBle -a(1-B)+be-x 
y = (a+b) e-x- (1-z) 

ynA ex+B (1-x) 

Örnek 3.5 : Bir soğultıill Ikamıtçillumı  şekli aşağıda verilmektedir. Borunuu ve 
seğınna kanatçığınm yançapı  sırasıyla 8 em ve 20 c-nı'dir. Kaniııçiğm 	iletkenliği k=380 
Wınıt ve yüzey ısı  aktarma katsayısı  h=12 Wınaredir. Ortam sıcaklığının TA  olması  
dummımda kanatnıktaki sıcaklık değisimini veren bağıntlyı  çıkarına. 



Kişiyi:. ~Elini lianniAnin 

Merkezden r uzaklıkta bulunan hacim elenıanuıda enerji denkliği kurulursa, 

[Giriş  Hızı] - [Çıkış  Hızı] + [Üretim Hızı] = jBirikim Hızı] 

{

Sistemde enerji üretimi ve enerji birikimi olmadığından bu terinder sıfirdir. 

r = r uzaklığındani [r = r + Ar uzakhğı  dal [ICanatçıbıl yüzeyinden 
kondülcsiyonla 	- kondüksiyonla 	- 	konveksiyonla 	= O 
giren enerji 	çıkan eueıji 	çıkan enerji 

q 1, - ci İ ,.., , - Az  h (T-TA) = O 	, 	q = k Az  dT/dr 

[ kAr  dT 1 _ [kAr  dT ] 	_ AzkerğrA)  ... ,) 
dr 	dr Ler 

ArAr(r) Az=Az(z) 
tana = B/(rjr-rb)= z/(nr-r) ise 
z = (ner) tana 
2z = 2(nr-r) bina 

Ar  = 2ur(2z) = 21142(ricr)tanct ] 
4ur(ricr)tan 

 
cos a = (ncrb)/L. = Ar/L ise 
L =Ar/cos a 

2L = 2 Ağma a 

Az  = 2tcr(2L) = 2Er(2Ar/eos a ) 
Az  = 	Ar /cos  

AT  ve Az  (2) esidiğinde yerine konur. 

dT [-k(4zr(rk  - r)tancre)—dT 
dr r  

-{-k(4tı  r(n, - Otanoc)— 1 	-4Er Arkoset h(T-TA)=0 	(5) 
dr 	+Ar 

[-kr(q, - 	dT 
dr 

-[-kr(qr  - r)tana—dT 

dr 
- r Ar/cosa) h(T-TA)=0 	(6) 

z+dr 

Eşitliğin her iki tarafı  A r ve tana ile bölünür. 

• {-kaLrk (rr- 
/Ler dr -[kr(rk 

dr 
Ar (rbitanacosa) (T-TA)=0 	(7) 



DEĞİŞEEN KATSAYCLI IKiNd 111:12RIEBE ADI 111REVLİ  DiFERANSIYEL DENCLEMLERIN ~LE ÇÖZÜMÜ 

d 
tTr 

(rkr- 

T-TA  = y dönüştimll 

--d[-kr(k-r)-- 
dr 

dT 
dr 

[ rkr_ ra)dT 

It 

h  

(karsabit) 	(8) 

  

 

 

TA) --(T 	- O , 
sina 

rh (T 	TA  ) - O  
dr j_ 

1.
, 
 1—,

d2T  
+ (rk 

(nc204y 
 

-2r)—
dT 

ksina 

(ıkr-r2)—dr2
d2y 

dr` 
yapıhrsa 

+ 

- 	TA) rK(T - 	= O 	, 	(K- 
dr 	 ksinct ) 

dT/dr=dy/dr ve d2T/dr2=d2y/dr2  olur. 

—dr  - rKy = 

(11) eşitliği değişken katsayıh ikinci meıtebe lineer diferansiyel denklemdir. Frobenius 
yöntemine göre çözblebilir. 

r = Iaor"c  
o=0 

dv  " 
Eao(n+c)rn+c-1  

dr n=0 

00 

d? ,„0  ° 

(12-14) eşitaleri (11f de yerine konur (rk=20 em). 

(20r-r2) Ean (n+c)(n+ c -1)rn+  + (20-20 I an(n + c)ra+c-1- rK »ur` = O 
n=0 	 o=0 	 n=0 

(15) 

ııı  
-5101+e)(n+e-1re+201tıo(n+001+e-lrr+205.(n+crl-B4Olt0r-K Earş1=0 (16) 

n=0 	 c=0 	 ı=0 	n.0 

Dan(n+CX11±e-  0-24/111+C)r+11211+CX1H-C-1)+203,(11+e)Y1+01  -1C Eaorli+e*I=0 (17) 
o=0 	 nsa 	 n=0 

90 	 00 

20 Ban(n+cXn+c-1)+an(n+c)?">1-1,[ajıl+cXn+c-1)-2a(n+c)?"-K Ianrn+c+1  =O (18) 
11=0 	 n=0 	 12=0 
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KIMYA fıll1SEENDISLİĞ  MATEMATIĞT 

20 Zan(n+c)2rn+c-1- E an(n+c)(n+c+1)ru+c-Kianr13""4"1.0 	 (19) n=o 	 n=0 	 u=0 

ıı=0 için 20a0c2S-1=0 , (ao ve rt-I sıfırdan farklıdır) 

20 c = O , (indis 	 c2=0 ve c2=0 	 (20) 

j=0 olduğundan Frobenius yöntemi 2. duruma göre çözlılmefidir. 

Genel çözüm : y=Au(r,0)+ B( au/ ae)n)  

katsansınm bUlatunaul  
r° 	katsayısı; 20(11  (c+1)2-aşc(c+10 	için, al/Ny=0 oldugımdan =O 	(21) re+l'in katsayısı; 20a2(c+2)2-al(c+1Xc+2)4Ca()=0 	ctO için(a2=0), a2-t1Ca0/80 	(22) re+2kin katsayısı; 20a3(c+3)2-a2(c+2)(c+3)-Kaı  =O c...<> iein(a1 4 ne a2=ğ00(80), a3=Ka0/2400 (23) 

aıı  
20(n+ c)2 

— an.10-1)0+1Can-2  an 	 , (c=0 için) 	 (24) 2002 

(21-24) eşitliklerinde bulunan katsayılar birinci çözüm yı kle yerine konur. 

3,1~ (aore Ka0  re+2 	Ka0 	) 
20(c+ 2)2 	400(c+ 2)(c+ 3) 

nu(r.0)= /anrn+`= a2+aır+a2r2i-a3r3+.... 
n=0 

yı=a0 + O + Ka0r2/80 + Kaor3/2400 

y1=şı0(1 + ICr2.180 + Kr3/2400 + ...) 	
(25) 

Ikinci çözüm için; 

au 	a 
Y2= aC) _  „=0 

ru*c-l'in katsayısı; 20a,(n+c)2-42(n+c-IXıı+c)-Ka1_24 

au,2 	c- 1)(n +c)+ Kan.2  
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DENŞKDN KA1SAY111 haNCI MERTEBE ADİ  ItIlEVU DWEICANISIME,DENKLEAJLERIN SERİLERLE çözömıl 

ac 	1(80  rata + 	
Kao 

Y2= -, 
em 	20(0+2)2 	400(c+ 2)(c +3) 

rc+3+ . ) 
c=0 

y2=4[1+80 r2  + 	r3+...11nr — —K  r2 — SK  
L 	2400 J 80 14400 

Genel çözüm y = yı  + y2 

y= 
 A[

K 2 K 3 	 5% 3 1+ —r + —r +...1(1+1nr) 11[ r + 
80 24 00 	 80 14400 

Küm sayısal değeri hesaplanarak yukarıdaki eşi(lfide yerine konursa, 

y= A(1 + 2.27.1015r2  +7.58.1012r3  + ...X1+Inr)- B(2.27-1013r2  +6.3.1015r3  + ...) 

elde edilir.(A ve B kaisayilan sınır koşullarmdan bulunabilir). 

3.2. Bessel Eşitliği 

d2y dy a2 —+ x — + (a2-k2)y O , k20 (sabit) dx2 dx  (3.21) 

biçimindeki değişken katsaydı  ikinci ınertebe filmes diferansiyel dealdendem Bessel Eşitliği 
adı  verilir 

y= I aux"  
n=0 

adxc 	xc+1  + a2xc+2  + 	 (3.22) 

eşitliğini° (3.21)1 sağladığı  düşünülürse; 

dY — = Eautn+e)xn+'1  , d2y 
an(n+c)(n+c-nxil+c-2 

dx 	 dx2  u=0 	 u=0 

(3.22) ve (3.23) eşitlıkleri (3.21Yde yerine konursa; 

x2  Eau(n+c)(n+e-nr 	Eaa(n+c)x°+şı+(x2-k2) Ianx'=0 	(3.24) 
13=0 	 n=0 	 u=0 

Xan(n+ c)(n + -1)re+ I an(n+ c)x `+(x2-k2) Eanıel-e=0 
	

(3-25) 
n=0 	 n=0 	 n=0 

(3.23) 
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KIMYA MOIENDISLIĞI MATEMAIIĞİ  

elde edilir indis eşitliğini yambilmek için en küçük üstü x'in katsaydan sıfıra eşitlenir. 

xc için, a0c(c-1) + aşlc -k2a0  O 
a0(c(c-1)+ c - k2) = O , (ao X0) 

el=k crk 
	 (indis eşitliği) 	 (3.26) 

kum aldığı  değere göre diferansiyel dağlarla çözümü aşağıda verilmektedir. 

r) k O ve kesirli bir sayı  ise (3.21) denklendni sağlayan çözüm, 
y= Alk(x)n-W-k(x) 	 (3.27) 

eşitliği ile verilir. 

ir) k=0 ya da tamsayı  ise (3.21) denkleınini sağlayan çözüm, 
Y = Mk(X)+BYk(x) 	 (3.28) 

eşitliği ile verilir. A ve B birer sahilin. (3.27) ve (3.28) eşitlüderinde Jg(x), Kına menebe 
birinci tür Bessel fenlesiYenn; Yls00,  kinci mertebe ikinci tur Bessel fordaiyeamdur. Burada 
k'nın aldığı  değer Bessel fonksiyonunun türünü göstermektedir. x ve Kinn aldığı  değere göre 
ilc(x) ve Yg(x) fonksiyonlaraun sayısal değeri Çizelge 3.1, 3.2 ve Şekil 3.1, 3.2'de 
verilmektedir. Çözüm için bu çizelge ve grafikle,r 

3.3. Modifiye Bessel Eşitliği 

ırs —+ x — + (r+k2)y = O Ick0 (sabit) 
dx2 dX 

d2y dy 
(3.29) 

biçiminde verilen değişken katsayıb ikinci ınedebe adi diferansiyel denk lemlere Modifiye 
Bessel Eşitliği adı  verilir. Bu eşalerna de seri biçiminde bir çözümü olduğu kabul edilir ve kan aldığı  değere göre çözüm; 

k 	O ve kesirli bir sayı  ise 

Y = Aik(x)+Bl_k(x) 	 (3,30) 

k=0 ya da tams ayı  ise 

= Alk (x)+BBistx) 
	

(3.31) 

eşithkleri ile verilir. A ve B birer sabittir. (3.30) ve (3.31) cşitlilderindeki Ig(x), k'uıcı  
mertebe birinci tilr Modifiye Bessel fonksiyonu; Kg(x), Kına mertebe ikinci tür Modifiye 
Bessel fonlcsiyonudın x ve Kain aldığı  değere göre Ig(x) ve Kg(x) fonksiyoularann değeri 
Çiz,elge 3.1, 3.2 ya da Şekil 3.1, 3.2'den bulunabilir. 
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