DEGISKEN KATSAYILT {KINCI MERTERE ADi TOREVL! DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN SERILERLE COZOMIT
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Ornek 3.5 : Bir sogulma kavaigigunn sekli agafuda veriluwkledir,. Borunun ve
soguima kanatgigmm yaricaps sirasiyla 8 cm ve 20 cm'div. Kanatgigm il ilefkenligi k=380
Wim°C  ve ylizey is1 aktarmn Katsayis1 h=12 W/m?°C'dir. Ortam sicaklfmmn T, olmasi
durumunda kanatgiktaki sicakhk degisimini veren bagntiy cikarmiz,

L. T T

Z = 8 Cl'n

Ty = Kanat y- caps
ry = Boru y.gaps
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KIMYA MOHENDISLIGE MATEMATICH

Merkezden r uzaklikta bulunan hacim elemaninda enerji denkligi kurulursa,
[Giris Hizi] - [Crkis Hiza] + [Uretim Hizi] = [Birikim Hizi]

Sistemde enerji iiretimi ve enerji birikimi olmadigmdan bu terimler sifirdir,

1 = r uzaklifndan r=r+Aruzakhfdan | | Kanatgghn yiizeyinden

kondiiksiyonla  |-| kondiiksiyonla = konveksiyonla =0
giren enerji gkan enerji akan enerji
qlr'qlnr*Azh(T'TA}:O ’ q=-kAgzdT/dr _ 1
[_M[ a1 J _['Mr gL ] — AN(T-Ty)=0 2
dr T dr T+Ar
AFALD |, A=Ay®2)
tana = B/(fk-l'b) = Zf(l'k-l') ise
Z = (r-T) tanc
2z = X1y, -1) tanot
Ar = 2mr(2z) = 21 2(r, -r)tanc |
Ay = 4mr(n-ritan o (3)
€os 0L = (rp-1,)L = Ar/lL. ise
L =Ar/cos o
2L =2 Ar/cos o
Ay =2mr(2L) = 2rr(2 Ar/cos o )
Az =4mr Ar/cos o (4)

Ar ve A, (2) esitliginde yerine konur,

[~k(41‘t r(n — r)tancc)d_'l- :| h’:-k(ﬂhr (5. —1) tana)g :' —4nr Ar/cosat h(T-T»)=0 (&)
dr T dr +Ar

{—h(rk - 1'_}tano¢g ] = [-kr(rk —r)tmmt£ :’ —(r Ar/cosa) h(T-Ty)=0 (6)
dr | ar foiar

Egitligin her iki tarafi A r ve tano. ile bsliiniir.

[d’:r(rk—r)%:: ] —I:—kr(rk—r)%r— ]

Ar

T

lim LEAC  (rh/tanocoscr) (T-T,)=0 (7

Ar—30
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d . .dT th s . .
‘-"&r-{-kr{rk"rj‘&r'— J*E(T—IA)—O , (k-—sabrt) (8)
d 2 dT th
] L)t Ko T-Ty)=0
dr[(rkr L7 J PR &

da’t dT ] h
(ka—rz)?-'l'{l'k“‘zl']‘a-r-‘—IK(T"TA)=O 3 (K: Ig:.ma) (10)

T-Ty = y doniistimii yapilirsa dT/dr=dy/dr ve d?T/dr?=d?y/dr* olur.
d%y dy
r-r2)—2 + (rg-21)—= - Ky = 0 11
(g 5t (-2r) - TRy (11)

(11) esitligi degisken katsayili ikinci mertebe lineer diferansiyel denklemdir. Frobenius
yontemine gore ¢oziilebilir.

Lo
y= Zanrnﬂz

n=0

%r— = Z ag(n+c)rt+e!

Zy = Ean(n+ c)(n+c-D"*e2
n=0

(12-14) egitlikleri (11)'de yerine konur (r,=20 cm).

(20r-r2) Zan(n+c)(n+c~l)r“+°'2+ (20-2r) Zan(n+c)ru+°'l— K Zanrn‘“’ =0 (15)
n=0 n=0 u=0

—Zan(nw}(n+c-1)-'”c+20 Zaﬂ(mc){m»c- Dreleoo Zan(nm);“""l- zan(n:fc)x”“- K Ya"¥=0 (16)
n=l) o= =0 n=0 n=)

¥ [-anaoxpte- D-2a @+ z]mn(m c)nr+c-1+20,m+c)i™ ! K Ya =0 (17)
=) n=0 n=0

20 Z[an(n+c)(n+c 1)+an(n+c)}rm°' 2 [ay(n+c)n+c-1)- -2a,(+0)|r™e KZanr“"c“—O (18)
n=0
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20 Zau('n+ cyPrtel Z ag(n+c)n+c+DHrtte-g Zaur“""“:o (19)
n=0 n=0 n=0

n=0 i¢in 20agc’re-1=0, (aq ve 1! sifirdan farklidir)

0c=0, (Indisesitligh = ;=0 ve ;=0 (20)
J=0 oldugundan Frobenius yéntemi 2. duruma gore ¢bziilmelidir.

Genel ¢bziim : y=Au(r,0) + B( du/ dC)e—n

a, katsayismun bulunmas :
¢ 'nin Katsayist; 20a;(c+12-age(c+1)=0 =0 i¢in, a;/ay=0 oldugundan 2;,=0  (21)
c*+l'in katsayisi; 20ay(c+2)-ay (c+1)c+2)-Kag=0  c=0 igin(a1=0), ap=Kag/80 (22)
r*+2'nin katsaysi; 20a3(c+3)-ax(c+2)(c+3)-Ka, =0 c=0 igin(a 1=0 ve a5=Ka/80), a3=Ka/2400 (23)

r+e-Lin katsayisy; 20ay(mtep-ay. (n+e-1)(n+c)-Kay =0

= Agy(n+c-1)(n+c)+Kay ,
20(n+c)?

_ 2 (n-Hn+Ka ,

i (e=0 igin) (24)
n

an

(21-24) esitliklerinde bulunan katsayilar birinci ¢bziim y1'de yerine konur.

0 c+2 0 3,

=u(r,c)=| apr*+ ——9 -
ks (ao 2{‘J(c+2)2 400(c+2)(c+3)

Yi=un0)= Y a,"* = agtarragtagis...

n=0
y1=ag+ 0+ Kagr¥/80 + Kagr3/2400 + ...

y1=ag(1 + Kr?/80 + Kr3/2400 + ...) (25)
Tkinci ¢oziim igin;

ou 2| « -
2 g)i{z }

n=0
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¥o= L] agr® + Koo 5124 Kag 3%
dc 20(c+2) 400(c+2)(c+3) -
yo= g 2, Ko 3, lpr-Xp. K 8
80 2400 80 14400

Genel ¢oziim : y = Y1+ Y2

K, K K.a. SK 3
A v |1+ mr)-B| &
= [ 80" ' 2400 J( o) [sor Tlaae” T

K'nmn sayisal degeri hesaplanarak yukaridaki egitlikte yerine konursa,

y=A(l +2.27:105r2 47.58-10°713 + .. )(1+Inr)- B(2.27-10-32 46,3105 + ...)

elde edilir.(A ve B katsayilar1 smir kosullarmdan bulunabilir).

3.2. Bessel Esitligi
2 &y

-—+x +(x k2)y =0 , k>0 (sabit) (3.21)

bigimindeki degigken katsayih ikinci mertebe lineer diferansiyel denklemlere Bessel Esitligi
ad1 verilir.

oo
& Zanx“” =agx® + ;xS 4 agxe+24 (3.22)

egitliginin (3.21)'i sagladig dilgiiniiliirse;

=~

=Zan(n+c)xn+°"] s —iz Z L(n+c)(n+c-1)xm*e2 (3.23)

(3.22) ve (3.23) esitlikleri (3.21)de yerine konursa;

x2 Zan(n+ e)n+c-1)xPre24x Zan(n+c)x“+c'l+(x2—k2) Ea“x“*c:O (3.24)
n=0 n=0_D n=0

Y ag(n+c)(m+c-1)x" o+ Y an(n+e)x" 4 (x2k2) N 2= (3.25)

n=0 o=0 n=0
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elde edilir. Indis esitligini yazabilmek i¢in en kiigiik {islii x'in Katsayilan sifira esitlenir.

xCicin, ape(e-1) + age -k2ag = 0
ag(c(c-1) +c-k2) =0, (ay20)
cle-l)+c-k2=0 ,  (Indis esitligi) (3.26)
Cl=k N CQ=-k

K'nin aldig: degere gire diferansiyel denklemin ¢oziimii agagida verilmektedir.

i") k# 0 ve kesirli bir say1 ise (3.21) denklemini saglayan ¢oziim,
y=AJ (x)+BJ_; (x) (3.27)

egitligi ile verilir.

ii”) k=0 ya da tamsay ise (3.21) denklemini saglayan coziim,
¥ = Al (X)+BYy(x) (3.28)

esitligi ile verilir. A ve B birer sabittir. (3.27) ve (3.28) egitliklerinde Ji (x), k'mct mertebe
birinci tiir Bessel fonksiyonu; Y)(x), k'mer mertebe ikinci tiir Bessel fonksiyonudur, Burada
k'nm aldigt deger Bessel fonksiyonunun tiiriinii gostermektedir. x ve knm aldigr degere gore
Jk(x) ve Yy(x) fonksiyonlarmm saysal degeri Cizelge 3.1, 3.2 ve Sekil 3.1, 3.2'de
verilmektedir. Coziim icin bu cizelge ve grafikler kullanilabilir.

3.3. Modifiye Bessel Esitligi
d’y

x2 &"2"" X g—x}i +(x2+k2)y =0 , k0 (sabit) (3.29)

biciminde verilen degisken katsayili ikinci mertebe adi diferansiyel denklemlere Modifiye
Bessel Egsitligi adi verilir, Bu esitliklerin de seri bigiminde bir ¢oziimii oldugu kabul edilir ve
K'nm aldigs degere gbre ¢oziim;

i) k # 0 ve kesirli bir say1 ise
y = Al (x)+BL 1 (x) (3.30)

ii°) k=0 ya da tamsay: ise
y = Al (x)+BK (x) (3.31)

egitlikleri ile verilir. A ve B birer sabittir. (3.30) ve (3.31) esitliklerindeki Ik(x), k'mea
mertebe  birinci tiir Modifiye Bessel fonksiyonu; Ky (x), K'me1 mertebe ikinci tiir Modifiye
Bessel fonksiyonudur. x ve k'nm aldigr degere gore Iy(x) ve Kg(x) fonksiyonlarmm degeri
Cizelge 3.1, 3.2 ya da Sekil 3.1, 3.2'den bulunabilir.
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