DEGISKEN KATSAYILI {KINCI MERTEBE ADI TOREVL! DIFERANSIVEL DENKLEMLERIN SERILERLE COZOMU

Cizelge 3.1: Stfinnc ve birinci mertebe, birinci ve ikinei tiir Bessel ve
Modifiye Bessel fonksiyonlarinm sayisal degerleri.

X Jn(x) Yo(x) In(x) Ko(x)
0.0 1.0000 o 1.000 o
0.5 0.9385 -0.4445 1.0635 0.92440
1.0 0.7652 +0.0883 1.2661 0.42100
1.5 0.5118 0.3824 1.6467 0.21380
2.0 0.2239 0.5104 2.2800 0.11390
2.5 -0.0484 0.4981 3.2900 0.0623%
3.0 -0.2601 0.3769 4.8810 0.03474
3.5 -0.3801 0.1890 7.3780 0.01960
4.0 -0.3971 -0.0169 11.3020 0.01116
45 -0.3205 -0.1947 17.4800 0.00640
5.0 -0.1776 -0.3085 27.2400 0.00369
5.5 -0.0068 -0.3395 42.6900
6.0 +0.1506 -0.2882 67.2300
6.5 0.2601 -0.1732 106.2900
7.0 0.3001 -0.0259 168.6000
7.5 0.2663 +0.1173 268.2000
8.0 0.1717 0.2235 427.6000 [
8.5 0.0419 0.2702 683.2000
9.0 -0.0903 0.2499 1093.6000
9.5 <0.1939 0.1712 1753.0000
10.0 -0.2459 | 0.0557
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Cizelge 3.1: Sifinnci ve birinci mertebe, birinci ve ikinci titr Bessel ve
Modifiye Bessel fonksiyonlanmin sayisal degerleri.

X Jo(®) | Yo | Inx)  KoG) [ 1) | Vi) [ L) [K(x)
0.0 | 1.000 -o0 1.000 | e 0.000 | - |0.000 | oo
0.2 | 0990 |-1.081 | 1.010 [1.753 | 0.100 | -3.324 | 0.101 | 4.776
0.4 | 0960 |-0.606 | 1.040 |1.115 | 0.196 | -1.781 |{ 0.204 | 2.184
0.6 | 0912 [-0.309 | 1.092 | 0.778 | 0.287 | -1.260 | 0.314 | 1.303
0.8 | 0.846 | -0.087 | 1.187 | 0.565 | 0.369 | -0.978 | 0.433 | 0.862
1.0 | 0.765 | 0.088 | 1.266 |0.421 | 0.440 |-0.781 | 0.565 | 0.802
1.2 | 0.671 | 0.228 | 1.394 | 0.319 | 0.498 | -0.621 | 0.715 | 0.435
1.4 ] 0567 | 0.338 | 1.553 | 0.244 | 0.542 | -0.489 | 0.886 | 0.321
1.6 | 0.455 | 0.420 | 1.750 | 0.188 | 0.570 |-0.348 | 1.085 | 0.241
1.8 | 0340 | 0.477 | 1.990 |0.146 | 0.582 |-0.224 | 1.317 | 0.183
20 | 0224 | 0.510 | 2.280 | 0.114 | 0.577 | -0.107 | 1.591 | 0.140
22 | 0.110 | 0.521 | 2.629 | 0.089 | 0.556 | 0.002 | 1.914 | 0.108
2.4 | 0.003 | 0.510 | 3.049 | 0.070 | 0.520 | 0.101 |2.298 | 0.084
2.6 |-0.097 | 0.481 | 3.553 |0.055 | 0.471 | 0.188 | 2.755 | 0.065
2.8 (-0.185 | 0.436 | 4.157 [ 0.044 | 0.410 | 0.264 | 3.301 | 0.051
3.0 | -0.260 | 0.377 | 4.881 |0.035 | 0.339 | 0.325 | 3.953 | 0.040
3.2 |-0.320 | 0.307 | 5.747 | 0.028 | 0.261 | 0.371 | 4.734 | 0032
34 |-0.364 | 0.230 | 6.785 | 0.022 | 0.179 | 0.401 | 5.670 | 0.025
3.6 |-0.392 | 0.148 | 8.028 | 0.018 | 0.095 | 0.415 | 6.793 | 0.020
3.8 |-0.403 | 0.065 | 9.517 | 0.014 | 0.013 | 0.414 | 8.140 | 0.016
4.0 [-0.397 |-0.017 [ 11.300 | 0.011 | -0.066 | 0.398 | 9.759 | 0.012
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§ekil 3.1. Bessel Fonksiyonlan
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Bessel Fonksiyonlarmm Ozelikleri :

1. Bessel fonksiyonlarinm orijin (x=0) civarmdaki degeri;
k=0 iken Jo(0) = I0) =1
k>0 iken 1 (0) = L,(0) =0
T4 (0) =1 (0)= oo
Tiim k degerleri igin =Y (0)=Ky(0)=c

2. Bessel fonksiyonlarmm x'in ¢ok biiyiik degerleri icin aldia deger(x — oo iken);

() = V2 Tx cos[x - E - ‘%")

Z

Yi(x) = JQINxSiB(X—E—E)

2
L(x)=e*/y2/nx
Kx)=eX/y2/mx

3. Diferansiyel ozelikler

Ty 00) = KT (0) - e (0) = 00T (0) - (o)
x.dix Y (0) = KY (0X) - 0XY 41 (0X) = XYy (06X) - KY . (00X)
X Ty 00) = Ty (000) + 0l (020 = 0 (0) - Ky (o)
xad;Kk(a:x) = kK (0x) - oxKy , 1 (0x) = - oxK_j (00x) - kK (00x)

4. integral 6zelikleri

Jaxklk,l(ux)éczxklk(ax) s Juxklk,l(ax](bi=xklk(ax)

Jmkvk_l(ax)dx=kak(ax) ; jeo{kl(k_l(ocx)dx=xkl(k(ax)

5. Negatif mertebeli Bessel fonksiyonlart (k: tamsay1)
o X Jp (o x) = 2Ky (00 X) - 0t XT 4 1 (X X)
T(@x)=(-1kI(a x) . Lo x)=I (o x)
Y (@ax)=(-1)¥Y(ax) , Ki(ax)=Ky(ax)
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6. 172. mertebeden Bessel fonksiyonlan
X)) =V2irX)sinx . 1;5(0) = V2 /r Nsinhx

Lip() =v2/(rxX)cosx , Ijp(x)= v2/rx coshx

3.4. Genellestirilmis Bessel Esitligi

2
x4 d—§—+ X (a+2bx") gx}:+[c+dx23-b(1—a-r)xr+b2x2"] y=0 (3.32)
dx

olarak verilen genel degisken katsayih ikinci mertebe adi diferansiyel denklemin ¢6ziimii,

d
y =x(l-a)y2 g bx'/r clz]{—‘ﬂxs]+ czz_k[l@xs] (3.33)
s

S

seklinde verilir. Burada k denklemin mertebesidir.
. 2
k== [lj) -c (3.34)
§

i°) Vd /s gercek say1 ise;
a) k kesirli ve pozitif bir say1ise Z,=J, ve Z_.=J
b) k=0 ya da tamsayiise Z=J, ve Z. =Y | dir.

i) JE /s sanal say1 ise;
a) k kesirli ve pozitif ise Z,=I, ve Z =y
b) k=0 ya da tamsay: ise Z;=I, ve Z =K 'dir.

Ornek 3.6 : Agagidaki diferansiyel denklemleri genellestirilmis Bessel denkleminden
vararlanarak coziiniiz.

a) Xy"+2y'+xy=0

b) xy"+y™-2xy=0
) X2y "+y'+[x2-(1/4)]y=0
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Coziim :

dy  dy

a) X ,,+2d—+xy=0
& dx

denkleminin her iki tarafi x ile garpilirsa,

iy._.f’_)‘xi}i

2
X
ax? dx

+x2y =0 (al)
elde edilir. Bu denklem, (3.32) egitligi ile verilen

x :x—zz"' X (a+2bxT) %"’[""‘dxzs"b(l'a'r)xr*bzxz] y=0 .

genellestirilmis Bessel denklemi ile kargilagtirthir ve her terimin katsayisi birbirine egitlenir.
Buradan bulunan a, b, ¢, d, r ve s degerleri (3.33) esitligi ile verilen

T d yid
y=x(l-ay2 gbx/r clzl{ﬂxﬁ }+ ng_k[st) (a3)
8 5
genel ¢cbziim egitliginde yerine kénur. Denklemin mertebesi k ise daha &nce verilen

: 2
s 2

egitliginden iresaplanir. Buraya kadar anlatilan iglemlerin uygulamasi agagidadar.

(al) ve (a2) egitliklerinden ikinci tiireve ait katsayilarm birbirine egit oldugu goriilmektedir.
Birinci tiireve ait katsayilardan,

2x=x(a+2bxT)
2=(a+2bx")

yazilir ve a=2 , b=0 bulunur. Bu durumda r i¢in birsey s6ylenemez. y'nin katsayilan birbirine
egitlenirse,

x2 = [c+dxZS-b(1-a-r)xT+b2x2C] | (b=0)
x2 2= C‘H.'XQS

olur. Buradan da c=0. d=1 ve s=1 bulunur. Bu degerler (a3)te yerine konurak verilen
diferansiyel denklemin ¢oziimii,
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y=x12[ C) Zy(x) + C Z (%))

olarak elde edilir. Denklemin mertebesi k (a4) egitliginden hesaplanusa,

k=1
i\ 2

[(IE)Q -0=12 (kesirli say1)

bulunur. vd /s 'nin degerine gore Z belirlenirse,
\/afs.:\/iﬂ:l » (gergek ve tamsay1)

oldugundan Zy=Jy ve Z_=J_,'dir. Buna gére (a5) esitliinden ¢5ziim,
y =X V2[ CJjp(x) + Co I p(x)]

olur ve 1/2. mertebeden Bessel fonksiyonlarmm &zeliklerinden,
y=x12[C, V2/ 7 xsinx + Cy V2/mx cosx]

elde edilir.

b) Xd—zi-i' gg—-:_’_xy:{]
dx dx

denkleminin her iki tarafi x ile carpilir ve (3.32) esitligi ile kargilagtirilirsa;

x2 —L+Xg—-2x2y=0
dx

de

b 1
d7y
2
X =3

+ X (a+2bx) %+{c+dx35-b(l—a-r)xf+b2x21] y=0

x=x(a+2bx")
1=(a+2bxT) a=1, b=0

-2x2=c+dx28-b(1-a-1)xT4+b2x2T | (b=0)
-2x2=c+dx28 c=0, d=-2, s=1

bulunur, (3.33) egitliginden;

(a%)

(a6)

(b1)

(b2)
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