
DEĞIŞKEN KATSAYLI IKINCİ  MEKIZBE AM 11,REVtl DIFERANSIM DIXIMEKLERIN °FILI FR!   ÇÖZÜMÜ 

Çizelge 3.1: &fırına ve birinci ınertebe, birinci ve ikinci tür Bessel ve 

Modifiye Bessel fonksiyonlarının sayısal değerleri. 

x J(x) Yo(x) 10(x) Ko(x) 
0.0 1.0000 .. 1.000 ca 
0.5 0.9385 -0.4445 1.0635 0.92440 
1.0 0.7652 +0.0883 1.2661 0.42100 
1.5 0.5118 0.3824 1.6467 0.21380 

/0 0.2239 0.5104 2.2800 0.11390 
2.5 -0.0484 0.4981 3.2900 0.06235 
3.0 -0.2601 0.3769 4.8810 0.03474 
3.5 -0.3801 0.1890 7.3780 0.01960 

4.0 -0.3971 -0.0169 11.3020 0.01116 
4.5 -0.3205 4.1947 17.4800 0.00640 
5.0 -0.17/6 -0.3085 27.2400 0.00369 
5.5 -0.0068 -0.3395 42.6900 

6.0 +0.1506 -0.2882 67.2300 
6.5 0.2601 -0.1732 106.2900 
7.0 0.3001 -0.0259 168.6000 
7.5 0.2663 +0.1173 268.2000 

8.0 0.1717 0.2235 427.6000 
8.5 0.0419 0.2702 683.2000 
9.0 -0.0903 0.2499 1093.6000 
9.5 41939 0.1712 1753.0000 

10.0 A.2459 0.0557 
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KINITA nrOliEnnıtsıtğl xfATEnwriğt 

Çizelge 3.1: Sıfirincı  ve birinci mertebe, birinci ve ikinci lin Bessel ve 
Modifiye Bessel fonksiyonlannın sayısal değerleri 

ıt Is(z) Ydx) lıdz) Kıds) Il(x) Y100 11(1‘) IC100 
0.0 1.000 °C0  1. 000 CO 0.000 `O° 0 . 000 CO 

0.2 0.990 -1.081 1.010 1.753 0.100 -3.324 0.101 4.776 
0.4 0.960 -0.606 1.040 1.115 0.196 -1.781 0.204 2.184 
0.6 0.912 -0.309 1.092 0.778 0.287 -1.260 0.314 1.303 

0.8 0.846 -0.087 1.187 0.565 0.369 -0.978 0.433 0.862 
1.0 0.765 0.088 1.266 0.421 0.440 -0.781 0.565 0.802 
1.2 0.671 0.228 1.394 0.319 0.498 -0.621 0.715 0.435 
1.4 0.567 0.338 1.553 0.244 0.542 -0.489 0.886 0.321 

1.6 0.455 0.420 1.750 0.188 0.570 -0.348 1.085 0.241 
1.8 0.340 0.477 1.990 0.146 0.582 -0.224 1.317 0.183 
2.0 0.224 0.510 2.280 0.114 0.577 -0.107 1.591 0.140 
2.2 0.110 0.521 2.629 0.089 0.556 0.002 1.914 0.108 

2.4 0.003 0.510 3.049 0.070 0.520 0.101 2.298 0.084 
2.6 -0.097 0.481 3.553 0.055 0.471 0.188 2.755 0.065 
2.8 -0.185 0.436 4.157 0.044 0.410 0.264 3.301 0.051 
3.0 -0.260 0.377 4.881 0.035 0.339 0.325 3.953 0.040 

3.2 4.320 0.307 5.747 0.028 0.261 0.371 4.734 (1032 
3.4 -0.364 0.230 6.785 0.022 0.179 0.401 5.670 0.025 
3.6 -0.392 0.148 8.028 0.018 0.095 0.415 6.793 0.020 
3.8 -0.403 0.065 9.517 0.014 0.013 0.414 8.140 0.016 
4.0 -0.397 -0.017 11.300 0.011 -0.066 0.398 9.759 0.012 
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DEĞIŞICEN ICATSAYILI IXINCI MERTEBE ADI TOBEVLI Db181tAMIYa OJKL WtRfl SERİLERLE 0~1 

Bessel Fonksiyonlarmm 	: 

I. Bessel fonlcsiyonlannm orijin (x=0) eivarmdaki değeri; 
k=0 iken 	I(0) = 1.0(0) = I 
k>0 &en 	Jk(0) = Ik(0) = O 

I.y(0) =*.I4,(0)= 
Tüm k değerleri için -Yk(0)=Kk(0)=0. 

Bessel fonksiyonlarman ün çok büyük değerleri için aldığı  değer(x -ı  iken); 

4.27r x cos(x - -1.5t) 

YkIx) e -IFEncsin(x 

k(x) e / 	x 

Kk(x) e-x / 

Diferansiyel özelikler 

d 
x—dx1kOn) = kik0:12‘) - aXik+I(ccx) cisKik-ı(ca) - Iük(ca) 

d 
= kYk(erx) - axYk+I(on()= azYkjoa) - kYk(cer) 

dx 

x—d 
 
1330x0 = idk(c“)+ xedk.iı(00 ) = 01k-1(0x) - kık(otx) 

dx 

x-Kk(ux)= kiCk0;00 - 02(Kk+lina) = - xecKk-ı iax) - kl(k(xer) 
dx 

'Emeğini lizelikleri 

ax"Jk.i(a x1dıc =(a -1` 	- X, 	jeakIk.ı(cf x)dX = Xklk(Ct X) 

eakYk- a x )dx = xkYk(alt) • jeakıik-1( a x)dx = ıckıck(a x) 

Negatif mertebeli Bessel fonksiyonları  (k: tamsayn 

cr x 	x)= 	x) - ci xik4.1(a x) 

i-a(a x)=(-1)kJit(n 	i_k(nt x)=Ik(cx x) 
Y_k(ci x»(-1)%01x) 	K.k(a xI=Kk(tx x) 
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KIMYA 4408ENDISLIĞIMATEMATI81 

6. 1/2. mertebeden Bessel fouksiyonlan 

J O(x) = 	siox • Il /200 =" IffrUlt *ip" 

L un) = 1,[27x) cosx , 14/2(x) = s[r(ştal 	coshz 

3.4. Genelleştirilmiş  Bessel Eşitliği 

x2  1±21+ x (a+2bxr) g1-14c+dx2s-b(1-a-r)xr+b2x2r1 y O drz 	dx 

olarak verilen genel değişken katsayıh ikinci mertebe adi diferansiyel denkleıntı  çözümü, 

rd0  sjj y = x(1-10/2  . e"bxrır[eiZk(di  xsk c2Z_ k( 	x 

şeklinde verilir. Burada k denklemin ınertebesidir. 

(3.32) 

(3.33) 

(3.34) 

I') sh/s gerçek sayı  ise; 
k kesirli ve pozitif bir sayı  ise 7,yok ve ikr-l_k  
k=0 ya da tamsayı  ise Zlölk  ve Z.,g+-Yk  ' ü. 

IP) shrl /s sanal sayı  ise; 
k kesirli ve pozitif ise ZkttIk  ve Z4=-14c  
k=0 ya da tamsayı  ise Zirlk  ve Z4,-+Kı, din 

örnek 3.6 : Aşağıdaki diferansiyel delikler:Beri genelleştirdmiş  Bessel denkleminden 
yararlanarak ğözönüı  

xy"+2•Jı4txy=0 
xy"+y'-2xy=0 

e) x2y"+y'fix2-(1/4)1y=0 
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DEĞIŞKEN KATSAYILI Inct MIERTEBE ADI TOREVLİ  DIMIANSIYEL DENKLE~ &FRIT VI I F  ÇÖZÜMÜ 

Çözüm: 

d2y 	dy 
x 	+ 2 —+ xy = O 

chtz 	dX 

denkleminin her iki tarafı  x ile çarpılusa, 

d2y dy 2  „ X- -+ 2,x —+x y=u dx2 dx  

elde edilir. Bu &ilkin, (3 32) eşitliği ile verilen 

x2  --2Y-d 2+ x (a+2bxr) dY  —+Ec+dıc2s-b(1-a-Dxr+b2x2xl y 
dx 

genelhatıtirilmiş  Bessel denklemi ile karşılaştırılır ve her terimnı  katsayısı  birbirine esitlenir. 
Buradan bulunana, b, c, d, r ve s değerleri (3.33) eşitliği ile verilen 

y = xtl-a/X2  e- ıleıZk("8)+ c2z_ 5 xs)] 
	

(a3) 

genel çözüm eşitliğinde yerine kenar. Denklemin mertebesi k ise daha önce verilen 

2 11(1-a ‘ 
k = 	- c 

s 	2 (a4) 

eşitliğinden hesapların-. Buraya kadar anlnalan işlemlerin uygulaması  aşağıdadır. 

(al) ve (a2) eşitliklerinden ikinci tfireve ait katsayılarm birbirine eşit olduğu görülmektedir. 
Birinci ~e ait kalsaydardan, 

2:eau(a+26x1) 
2=.(a+21>xx) 

yazdı  ve a-2 b=O bulunur. Bu durumda r için birşey söylenemez. y'ırin katsayılan birbirine 
eşitlenirse, 

x2 = Ic+dx2s-b(1-a-Dxx+b2x29 , (6=0) 
x2 = c+dx28  

olur. Buradan da 	d=1 ve s=1 bulunur. Bu değerler (a3yte yerine konurak verilen 
diferansiyel denklemin çözümü, 

(al) 

(a2) 
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KIMYA NOMIENOCILIĞİ  1+LiTEMATİĞI 

Y va  X- 121 C I ZIc<X) + C2 Z-k(X)J 

olarak elde edilir. Deuklemin mertebesi k (a4) eşitliğinden hesaplatursa. 

ük. 	 _ l ik1-2)2  - 0 _ 
1- 	2 

(Icesirli sayı) 

bulunur. kl fs 'nin değerine göre Z belidenime, 

s/FI /s=ıii/1=1 , (gerçek ve tamsayı) 

olduğundan Zk=Jk ve 24=J.,k'dir. Buna göre (a5) eşitliğinden çözüm, 

y 	x-112E C11/ ,2(x) + C214/2(x)] 

olur ve la. mertebeden Bessel fonksiyonlannm özeliklerinden, 

y =x-1/2[Ci 4-17ş-txsittx + C2 ..ffl --t ır cosx] 

elde edilir. 

d2y 
b) x — + dy  --2xy=0 

dx2  dx 

denkleminin her fisi tarafı  x ile çarpıhr ve (3.32) eşitliği ile karşda.ştmlesa; 

2 d2Y 	dY x — 	— - ax2y O dx2 dx  

d2y x2  —+ x (al-26x') —dY +[e+dx2s-b(1-a-r)xr+b2x2r] y = O 
<k dx2 

x=x(a+21nr) 
I=(a+2bxr) 	a=1, 

-2x2 +cb(25-b(1-a-r)xr+blx2r , (b=0) 
-2x2 -Fdx2r 	r-0, d=-2, s=1 

bulunur. (3.33) eşitliğinden; 

la51 

(a6) 

(bil 

(B2) 
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