DEGISKEN KATSAYILI IKINCt MERTEBE AD! TOREVL! DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN SERILERLE COZOMO

y=x{-2, e"”‘r”‘lCsz[@"l]*%Z“k[j];Exlﬂ o

y = C1Z4(N2 XHCrZ (V2 %)

elde edilir. (3.34)'ten denklemin mertebesi k hesaplanir ve Vds'/nin aldig1 degere gore Z
Dbelirlenir.

[P—
k=1\/[1_1) -0=0
1Y\ 2

Vd ls=J=2/1=iy2

Buna gore Z, = I, ve Z_; =K olacagmdan genel ¢tziim,

y = Cylo(v2 x)+CoKy(v2 ) (b4)
olarak bulunur.
2 d 1
o x2 % +x i x2. =0 (c1)
dx dx 4

(cl) ve (3.32)'de verilen gene! diferansiyel depklemde her bir terimin katsayisi birbirine
esitlenirse;

x=x(a+2bxT)
1=(a+2bxT) a=1 , b=0

1 ,
x2- 4 = c+dx28-b(1-a-r)xT+b2x2T | b=0 c=-14 , d=1 ., s=1

y=CZ (x)+ CzZ_k(K)_ (c2)
¢oziimii elde edilir. Denklemin mertebesi (k) ve ﬁ Is ise;
2 4) 2

oldugundan Zy=Ji ve Z_g=J | yazilr. 1/2. mertebeden Bessel fonksiyonlarmm ozelikleri
gozoniinde bulundurulursa genel ¢oziim;

k=%\[l_1)2—[—l)=i ., Jdr=vin=1

Y =CJypnx)+ Colyn(x) (c3)
y=Cy2/(mx) sinx + Cyy/2 /(7 x)cOsX (cd)
olarak bulunur.
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Ormek 3.7 : Asagidaki diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini Bessel fonksiyonlar
yardmm ile dogrudan yazmiz.

a) x2y"+xy+(x2- Ya)y=0
b) x2y"+xy'-(x2+ Ya)y=0
¢) X2y +xy'+4x2y=0

d) x2y"+xy'-dx2y=0

e) x2y"+xy"H(x2-1)y=0
£) x2y"+xy'-(x2+1)y=0

Coziim :
a) Verilen diferansiyel denklem (3.21) egitligi ile verilen Bessel fonksiyonu ile kargilagtrilrsa;

qdzy

+x——+(x2— ﬁ)y=0 (al)

x2 dzy +(x2 k?)y=0 |, (Bessel Denklemi)

k=1/2 olduguna gére genel ¢oziim;

y= AJk(X)'FBJ_k(X)
y = Al p(x 1B 5(x)

y=A‘{2.f(r|:x) sinXx + B4/2 /(% x)cosx (a2)
bulunur.
dYy _ dy 1
b) x2 —L4+x -2 -(x2+ -)y=0 1
B ®1)
dzy
x2 - (x2+ k?)y = 0 , (Modifiye Bessel Denklemi)

Yukaridan da anlagildig gibi (bl) denklemi Modifiye Bessel Denklemidir. Buradan k=1/2
olarak hesaplanr. Buna gore genel ¢oziim,

y = AL(X) + BL(x)
y = Al p(x) + BL ;5(x)

seklindedir ve Bessel fonksiyonlarmm dzeliklerinden,

y=Ay2/(rx) sinhx + By/2/ (% x)coshx (b2)

bulunur.
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¢ x2 d7y dx +4x2y 0 (c1)
x2 EZ!— + x = Y 4 [(2x)2-02ly =0 (c2)
x2 dzy + (x2-k2)y=0 | (Bessel Denklemi)

k=0 oldugundan genel ¢6ziim,

y= AJ(x)+B Yi(x)
y= A 10(2)(,) +B Y0(2X) (53)

bulunur.

d) x2 12%-+x%-4x2y=0 (d1)
dx

x2 d_2"2 wx ¥ ax2 02y =0 (@2)
ax?
dA

x2 -~—+ x £ - (x2+ kz)y 0 , (Modifiye Bessel Denklemi)

k=0'dir ve genel Qozdm,

y= A L(x)+B K(x)

y= Aly(2x) + B Ky(2x) (d3)
olarak elde edilir.
e x2 dxz" N, x2-1ly =0 (el)

x2 ;%’ +x % +(x2-k2y =0 , (Bessel Denklemi)

k=1 (tamsay1) oldugundan genel ¢ziim;

y=AJLX+BY.x)
y=AJ(2x)+B Y{(2%) (e2)

geklindedir.
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2
d7y dy
2 Lyx 2L .2+1y=0 fl
f) x =3 T8 o= =ity (1)
x2 d_2y§+x :y_; -(x2+k2)y =0 , (Modifiye Bessel Denklemi)
dx

k=1 oldugundan genel ¢6ziim,

¥y = ALX) + B Ky(x)

y= AT;(2x) + B K;(2x) (f2)
bulunur,

Not : J» K'mer mertebe birinei tiir Bessel fonksiyonu; Yy, k'me1 mertebe ikinci tiir Bessel
fonksiyonu; I, k'mci mertebe birinci tiir Modifiye Bessel fonksiyonu; Ky, k'mct mertebe
ikinei tiir Modifiye Bessel fonksiyonu olarak daha Snce tanimlanmistir,

Ornek 3.8 : Kalmlig: B uzunlugu L olan bakirdan yapiimis kanatcigmn sekli agagidaki
gibidir. Kanatgiktaki sicaklik T=T(x) yaluzea x yoniinde degigmektedir. Kanatciktaki sicaklik
profilini veren esitligi cikarmiz.

Taaian, T,=100°C
sicaklig 'I’a~200°C
1:‘-.
=2 J/m2h°C

X ; . k=220 J/m h°C

5 Ty cosB=1
\ B=1/12m

I=1m

Céziim :
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Ax kalmhgmdaki hacim elemaninda enerji denkligi yazilirsa,
[Girig Hizi1] - [Cikig Hizi] + [Uretim Hizi1] = [Birikim Hizi]
Sistemde enerji liretimi ve enerji birikimi yoktur.
QAx| A | 4 ~BAT-T,)=0 (0

Ax=W2y ve Ay=2wAz yazilabilir. y ve Az uzunluklary;

B/2 y xB

tanB=—— == =5 = — 2
2 V=31 2

cos8 = E = Az = _ﬁ (3)

cosB
bulunur. Bylece;
Ax =xBw/L 4)
Ay = 2w Ax/cosB (5)

olur. Bunlar (1) ile verilen enerji denkliginde yerine konursa,

xBw dT xBw dT h2wAx :
[—k___.-_] L—[—-k_.—] LM- —5 (T-T)=0

elde edilir. Her iki taraf Ax ile béliiniir ve Ax — 0 icin limiti almursa;

[ xBw d'I‘] L_[_kxaw dTH.
L dx
+Ax _ th{T_—Ta)=0
Ax—0 Ax cosB

Bw d{ dT\ 2hw
k——x— |- (T-T,)=0
L dx[xdx) cosB( a)

T dT  2nL
X—s + ——

T-T,)=0 (6
& dx Bkcosﬁ( 1) ©

bulunur. y=T-T, doniigiimil yapihr, a=2hL/Bkcos8 yazilir ve (6) egitliginin her iki tarafi x ile
carpilirsa,
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L

x2 +X = -oxy=0 7)
2 dx y (7

Modifiye Bessel Denklemi elde edilir. Bu denklemin genellegtirilmis Bessel denklemi ile
goziimiinden a=1, b=0, ¢c=0, d=-o¢ ve s=1/2 bulunur. Denklemin mertebesi 13& k=0 ve

Jd/s = 2iyo olarak hesaplanir. Buna gore genel ¢bziim,

y = T-Ty = CyIp2vox ) + CoKp(2vox )
y = T-Ty = C11p(0.934vx ) + C,K(0.934vx) (8)

bulunur. C, ve C, sabitleri smir kogullari yardimmuyla belirlenebilir,

Smir Kogulu 1 ; x=0 iken Ky(0) — = ve Ig(0)=1
Smur Kogulu 2 : x=I.=1 iken T=200°F, Ta=100°F

Birinci siir kogulundan Cy=0'dur. Boylece (8) esitliginden,

T-Ty = C;15(0.934vx ) ©®
elde edilir. Ikinci smir kogulundan ise

200-100 = C1;(0.934)

yazilir. Bessel fonksiyonlarimn sayisal degerlerini veren cizelgelerden 15(0.934) =1.230 olarak
okunur ve C| =81.2 hesaplamr. Béylece genel ¢6ziim;

T =T, +81.2 15(0.934vx)
T =100 + 81.2 1(0.934vx )

bulunur,
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