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Hazirlayan: Dog. Dr. Tolgahan KILCOGLU
5. MOMENTLER, CARPIKLIK VE BASIKLIK

Bir verinin orta deg@eri ve yayilimina iliskin olcutlerin nasil hesaplandigini gérduk. Bu ki
Olcutun veriimesi cogu durumda verinin femsil edilmesi icin yeterli olmaktadir. Ancak bu iki
Olgut veriye iliskin iki bilgiden yoksundur: carpiklk ve basiklk. Bu bdlumde istatistikdeki
moment kavramini anlatarak carpiklik ve basikliga iliskin dlcutlerden séz edecegiz.

BoIum 4.2°de bir verideki degerlerin ortalama degerden olan sapmalarinin foplaminin sifir
oldugunu goérmusttk. Bu farklarn karelerinin ortalamasi alindiginda ise varyans (s%) olarak
adlandirdigimiz ve karekokl alindiginda standart sapmayi veren olduk¢a guclu bir yayiim
OlcutunU elde etmistik (bkz. BOIUmM 4.4). Peki verilerin farklannin kGpU veya doérduncu
kuvvetinin ortalamasinin ézel bir anlami var midir? istatistikte farklann kuvvetlerinin alinmasi
sonucu elde edilen OlcUtlere momentler (u) adi verili,. Momentler ile verinin yayiimi,
carpikhgr ve basikigr arasinda énemli iliskiler bulunur.

Bir veride dagiiminin herhangi bir a degerine karsiik gelen r. momenti asagidaki Qibi
hesaplanir:
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Burada N populasyonun Uye sayisidir. Eger moment hesaplanirken a yerine verinin
ortalama degeri u alinrsa moment merkezi moment adini alir. Merkezi moment kisaca
u, seklinde gdsterilir ve genel ifadesi asagidaki gibidir:
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Burada denklemin sag tarafindaki u populasyonun ortalamasi olup soldaki merkezi
moment u._ ile kanstinimamalidir. ikisi tamamen farkli kavramlardir,

Cizelge 5.1'de konu anlatiminda kullanmak Uzere doért tane basit D, E, F ve G populasyon
verisi verilmekte ve bu verilerin frekans dagilimi Sekil 5.1°'de g&sterilmektedir. Tim verilerin
ortalamasi (u) ayni ve §'e esittir. Verilerin standart sapmalarn da birbirlerine cok yakin olup
1.5 ile 1.8 arasindadir. Ancak verilerin frekans dagiimina bakildiginda sekillerinin
birbirlerinden farkl oldugu gdrulmektedir. Bu kez farkliik yaylimdan ¢ok carpikliklarn ve
basikliklarin farkl olmasindan kaynaklanmaktadir.



Cizelge 5.1 D, E, F ve G verileri
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Sekil 5.1 D, E, F ve G verilerinin frekans dagiliminin histogram grafigi ile gosterimi
Simdi farklh moment turlerine ve bunlann anlamlarna géz atmadan dnce asagidaki iki
soruya cevap veriniz.

Soru 5.1 D, E, F, G verilerinin simetrik, negatif carplk ve porzitif carplk durumlarnndan
hangisine uyduklarini séyleyiniz.

Soru 5.2 E ve G verilerinden hangisinin en basik oldugunu séyleyiniz.

5.1 Birinci Merkezi Moment (u,)

Genel merkezi moment ifadesinde r=1 alinirsa birinci merkezi momentin ifadesi elde
edilir:
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Ancak BolUm 4.2'de bu ifadeyi hesapladigimizda sifra esit oldugunu gdérmustuk.
Hatfirlamak gerekirse, bir verideki degerlerin ortalamadan olan farklarn toplanirsa sifir degeri



elde edilir. Cunku ortalaoma deger bu verilerin tam ortasindadir. Bu durumda birinci merkezi
moment icin;

w, =0
yazilir ve bu merkezi moment bize bir bilgi saglamaz.

Burada dikkat edilmesi gereken nokta birinci merkezi momentin sifir olmasidir. EQer
orfaloma u degeri yerine baska bir a degeri alinirsa birinci moment sifirdan farkl bir
degere sahip olacak ve a degerinin konumuna iliskin bir bilgi verecektir. Ancak simdilik
bunun ayrnntilanna girmeyelim ve sadece merkezi momentleri dustnelim.

5.2 ikinci Merkezi Moment (u.) ve Varyans

Genel merkezi moment ifadesinde r=2 alinirsa ikinci merkezi momentin ifadesi elde
edilir:
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Bu ifadeyi hatirladiniz mi? Evet, bu ifade populasyon icin verilen varyans ifadesidir. Bu
durumda ikinci merkezi moment bize varyansi vermektedir. Varyansi daha énce s° ile
gdstermistik. Ancak s> gosterimi bir émeklemin varyansi icin kullanilir. PopUlasyonun
varyansiise ¢’ ile gdsterilir. Bu durumda:;
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yazilabilir. Bu durumda ¢ populasyonun standart sapmasi olacaktir. Gortldugu gibi ikinci
merkezi moment daha dnce gérdudumuz bir kavram olan varyansa karsilik gelmektedir.
Yani, w, verinin yayilimi (sagilmasi) ile iligkilidir.

5.3 Uciincii Merkezi Moment (us;) ve Carpiklik

Genel merkezi moment ifadesinde r=3 alinirsa Gglinct merkezi momentin ifadesi elde
edilir:
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Onceki bélimde, ikinci merkezi momenti (varyansi) hesaplarken degderlerin ortalamadan
olan sapmalarnnin karelerinin - alinmasi negatif olan degerlerin pozitife ddnusmesini
saglamaktadir. Bu sayede yayilima sahip bir verinin varyans degeri hicbir zaman sifir veya



negatif degerler almaz. Ancak, Uguncu merkezi momenti hesapladigimiz ifadede farklarn
kUpu alinmaktadir. Bbylece negatif degere sahip olan sapmalar yine negatif kalmaktadir.
Ik bakista Gcunct merkezi momentin de tipki birinci merkezi moment gibi sifir degerine esit
olmasi gerektigini dustnebilirsiniz. Ancak, bu durum sadece ortalama etrafinda simetrik bir
dagiimin olmasi durumunda gecerlidir. Eger verinin dagiimi ortalamanin etrafinda simetrik
degdilse ucunclU merkezi moment sifrdan sapar. Bu nedenle Ucuncl merkezi moment
carpikhgin bir dlgutadar.

Simdi bir drnek olarak Cizelge 5.1'de degerleri yer alan F verisinin GguncU merkezi
momentini hesaplayalim:
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Benzer islemler diger veriler icin de yapillirsa D, E ve F verilerinin GgUncl merkezi momentleri
sirastyla 2.7, 0 ve 2.7 olarak elde edilir. Goruldugu gibi pozitif ¢arpik D verisinin Uguncu
merkezi momenti pozitif, negatif carpik F verisinin GcUncu merkezi momenti ise negatif
degerlere sahiptir. Simetrik olan E verisi icin ise UgcUncu merkezi moment sifir olarak elde
edilmigtir.

5.3.1 Carpikhk

UcUncu merkezi moment de tipki varyansta oldugu gibi kullanissiz bir birime  sahiptir.
Ornegin, verideki degerler metre biriminde ise w, metrekdp biriminde olur. Bu uyumsuziuk
verinin yorumlanmasini zorlastirmaktadir. Bilindigi gibi standart sapma verideki degerlerle
ayni birime sahiptir. BOylece, dcuncu merkezi momenti birimsiz hale getirmek icin standart
sapmanin ktpune bdlebiliriz:

Bu sayede elde ettigimiz birimsiz ¢ Olcedi standartlastinimis bir carpikik dlcedi olur.
Carpiklik dlgeginin  ¢=0 olmasi dagiimin simetrik oldugunu, ¢>0 olmasi dagiimin pozitif
(saga) carpik oldugunu, ¢<0 olmasiise dagiimin negatif (sola) ¢carpik oldugunu gosterir.

D, E ve F verilerinin standart sapmalarn srrasiyla 1.76, 1.49 ve 1.76 dir (bu degerleri
hesaplayarak dogru olup olmadiklarni kontrol ediniz). Buna gére yine 6rnek olarak F
verisinin carpikigini hesaplayalim:

Us _—27_-=2.7

Cr="3

= =—=2=-_05
o’ 1.76° 5.46

Diger veriler icin de benzer islemler yapilldiginda D, E ve F verilerinin ¢carpiklik degerleri
sirastyla 0.5, 0 ve -0.5 olarak bulunur. Pozitif carpik D verisinin carpiklik dlcegdi pozitif, negatif
carpik F verisinin ¢carpiklik olcegi ise negatif degerlere sahiptir. Simetrik olan E verisi icin ise
carpiklik dlcegdi beklenildigi gibi sifirdir.



5.3.2 Diger Pratik Carpikiik Olcekleri

Carpikigl élgmenin  kolay yollarndan biri ortaloma, mod ve medyan degerlerini
kullanmaktir. Ancak bu o6lcUtler sadece veri normal dagiima yakin bir sekle sahipse
kullanilabili. Daha énceki konularda simetrik olan bir dagilim icin ortfalama, mod ve
medyan degerlerinin ayni olmasi gerektigini ifade etmigtik. Bu noktada ortalama, mod ve
medyan birbirlerinden sapmasindan da ¢carpiklik ortaya konulabilmektedir.

Mod carpikigr asagidaki gibi ifade edilir:

_ [ortalama] —[mod]
mod o

Medyan carpikligi ise asagidaki gibi ifade edilir:

_ 3([ortalama] —[medyan] )
gmedyan - o

Her iki parametrenin de yorumu standart carpiklik dlcegdi ¢ ile benzerdir, ancak bu U¢
Olcutun birbirlerine esit olmalar gerekmez.

Soru 5.3 D, E ve F verilerinin mod ve medyan dederlerini hesaplayiniz.

Cevap 5.4 Sekil 5.1 incelendiginde D, E ve F verilerinin mod dederlerinin sirasiyla 4, 5 ve 6 oldugu
hemen go&rdimektedir. Yine gerekli islemler yapildiginda verilerin medyan degerlerinin birbirleriyle
aynive 5’e esit oldugu gérular. Bu ayni zamanda verilerin ortalama dederlerine esittir.

D. E, ve F &rnek verilerinin yukandaki cevapta elde edilen mod degerleri kullanildiginda
verilerin mod c¢arpikliklarnnin ( ¢,,, ) sirastyla 0.6, 0, ve -0.6 oldugu gorullr. Bu degerler
gercektende standart carpiklik 6lceginden hesapladigimiz de@erlere cok yakindir (bu
deg@erlerin standart 6lcekle kiyaslandiginda cok daha basit bir ifadeden hesaplandigini
unutmayiniz).

Her ne kadar mod carpikigr D, E, ve F verileri icin standart carpikiga yakin degerler
sunmada basarill olsa da, medyan carpikhi@i icin ayni sey sdylenemez. Verilerin medyan ve
ortalama degerleri ayni oldugundan hepsinin medyan ¢arpikigl ¢ ¢4, ) Sifira esittir
Elbette bu ¢carpiklik her zaman sifir olmak zorunda degildir. Burada bu durumun olusmasinin
tfemel nedenleri verilerin kesikli olmasi (sadece tamsayillardan olusmas) ve verilerdeki
carplkliki@in medyani degistirecek kadar kuvvetli olmamasidir. Sonu¢ olarak, mod ve
medyan carpikliklar her ne kadar pratik carpiklik gdstergeleri olsalar da her zaman
standart ¢carpiklik ifadesi kadar guvenilir degillerdir.

5.3.3 Ceyreklikler ve Kutu-Biyik Gosterimi

BOIUm 4.6'da bir verinin ¢eyrekliklerinin nasil hesaplandigini gérmastak. Bir veri icin
ceyreklikler arasi aciklik hesaplanarak verinin yayilimina iliskin bir olcUt elde ediliyordu.
Ancak, ceyreklikler kutu-biyilk grafigi denilen bir grafik Uzerinde gdsterildiklerinde verinin
carpikhigina iliskin de bilgi verirler. Kutu-biyik grafidi, icinde bir nokta ve ¢izginin bulundugu



bir dikddrtgenden (kutu) ve bu dikddrtgenin iki tarafina dogru uzanan iki gizgiden olusur.
Sekil 5.2'de oOrnek bir kutu-biyk grafigi ve grafik Uzerindeki bdlgelerin - anlamlar
gosteriimektedir.
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Sekil 5.2. Kutu-Biyik grafigi ve Uzerindeki gbstergelerin temsil ettigi degerler

Soru 5.4 Asagidaki verinin kutu-biyik grafigini olusturarak verinin ¢carpiklidini yorumlayiniz.
30 25 34 25 29 31 32 34 31

Cevap 5.4 Degerlere gerekli islemler yapildiginda asagidaki sonuglar elde edilir:

Ortalama =30
1. Ceyreklik =27
2. Ceyreklik (Medyan) =31
3. Ceyreklik =33
En kcuk deger =25
En blUyUk deger =34

Yukarndaki de@erler icin kutu-biyik diyagrami:

24 26 28 30 32 34
Deger

Kutu-biyik diyagramina bakildiginda verinin negatif (sola) ¢arpik oldugu gortulmektedir (bu yargiya
nasil vardigimizin cevabini siz veriniz).



5.4 Dérdiincii Merkezi Moment (u,) ve Basiklik

Genel merkezi moment ifadesinde r=4 alinirsa dordiincii merkezi momentin ifadesi elde
edilir:
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Dordinct merkezi moment bir verinin basikiginin ortaya konmasinda  kullanilir. Basiklik
verinin dagiliminin fepe noktasinin ne kadar sivri veya duz oldugunun bir dlgutadur.

Ormnek olarak Cizelge 5.1'deki G verisinin dordiinct merkezi momentini hesaplayalim:

) &b _(5=5)*+(3-5)"+(4=5)'+..+(7-5)*+(5-5)*+(6-5)* _ _
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E verisi icin benzer bir hesap yapildiginda ise w,=12.32 elde edilir. Bu degerlerin su anki
ham halleriyle yorumlanmasi ¢ok zordur.

5.4.1 Basiklik

Dérdunct merkezi momentin birimi de kullanigsizdir ve standartlastinimasi gerekir. DOrduncu
merkezi momenti birimsiz hale getfirmek icin (UcUnctd momentte yaphigimiza benzer
sekilde) standart sapmanin dérduncu kuvvetine bélebiliriz:

b= 3
O

Burada elde ettigimiz birimsiz b dlcedi standartlastinimis bir basiklik dlcedi olur. ifadeye
dikkatli bakildiginda sag tarafta sonuctan 3 cikartildigr goruldr. Simdi bunun nedenini
aciklayalim. Bilindigi gibi degerlerin 4. kuvveti alindiginda (tipki karelerinin alinmasi gibi)
negatif degerler porzitife ddnecektir. Bu nedenle u,/o* ifadesi hicbir zaman negatif
deger alamaz. Ayrnca bu de@er tam 3’e esit oldugunda verinin baskliginin normal
dagiima uygun oldugu goérulir. Bu nedenle veriden 3 cikarlarak normal dagiima
yakinsayan durumun O degerinde gerceklesmesi saglanir. Bdylece, basiklik olgceginin

b=0 olmas normal dagiima benzer bir baskigin oldugunu, b>0 olmas dagilimin
normal dagilima nazaran daha sivri oldugunu, b<0 olmasi ise dagiimin normal dagiima
nazaran daha basik oldugunu gosterir. Sekil 5.3te farkll basiklik degerlerine karsilik gelen
dagiimlar gésterimektedir (D: Laplace Cift Ustel dagiim, S: Hiperbolik Sekant dagilimi, L:
Lojistik dagilim, N: Normal dagilim, C: Yukseltiimis Kosinus dagilimi, W: Wigner yaricember
dagimi, U: TekdlUze dagiim). Sekli incelerken go&sterilen dagiimlann hepsinin
ortalaomalarnin  ve standart sapmalarnnin  birebir ayni  oldugunu, carpikiiklannin - sifir
oldugunu ve sadece basikligin dedistigini géz Sninde bulundurun.
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Sekil 5.3 Farkl basiklik de@erlerine sahip dagiimiar

Cizelge 5.1'deki verilerden E ve G nin basikigl hesaplanirsa (burada standart sapmalarin 4.
kuvveti alindigindan degerler biraz daha hassas yazilmistir):

b,<b, oldugundan G verisinin E verisinden ¢ok daha basik oldugunu matematiksel
olarak ortaya koymus olduk.



