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Hazirlayan: Dog. Dr. Tolgahan KILCOGLU
8. BELIRSIZLIGIN YAYILMASI
Astronomide (ve elbette diger bilim dallarnnda) bazi formuller kullanarak hesaplamalar
yaparz. Bu formlller bazi degiskenler icerirler. Omegdin, asagida Newton'un cekim

yasasinin ifadesi bulunmaktadir:

Gm,;m,
= d2

Burada F iki cisim arasindaki ¢ekim kuvveti, G Newton’un evrensel ¢ekim sabiti, m,
ve m, cisimlerin kutleleleri, d ise iki cisim arasindaki uzakliktir, Burada m;, , m, ve d
degiskenlerinin dlctimler sonucunda elde edildigini dustnelim. Olcllerek elde edilen
degerler kesin do@ru olomaziar ve her zaman bir belirsizlige sahiptirler. Ornegin
m,=23+03M, olarak ifade edildiginde m, degerinin gergcek degerinin 2.0 ile
26M, arasinda olmasi gerektigi anlasilir. Benzer sekilde m, ve d degerlerinin de

belirsizlikleri bulunmaktadir. Bu durumda yukandaki ifadede F kuvveti hesaplandiginda
onun da bir belirsizligi olacaktir. Bu belirsizik diger Uc¢ degiskenin belirsizliklerinin
birlesiminden kaynaklanmaktadir. Bu durum belirsizligin yayilmasi olarak adlandirilir.

Bu bdlumde belirsizlikleri bilinen bagimsiz degiskenler kullanilarak hesaplanan bagimii bir
degiskenin belirsizliginin nasil belirlenebilecegini gérecegiz.

8.1 Belirsizligin Yayiimasi icin Genel ifade

Bir f(x,y,z) fonksiyonu x , y ve z bagdimsiz degdiskenlerine badl bir fonksiyon olsun.
x , y .,z ve f 'ninbelrsiiklerini o, , o, , o, ve o; ile gbsterelim. Burada oy
belirsizligi de diger bagimsiz degiskenlerin belirsizligine bagl olacagindan af(ox,oy,az)

seklinde yazilabilir. oy ‘in degeri asagidaki ifade ile hesaplanir:

(0,0, 0)= (2L o) (Lo 8L

Gordldugu  uzere bir fonksiyonun alacagr degerin belirsizligi, hesaplandigi bagimsiz
degiskenlerin belirsizliklerinin karelerinin toplaminin karekodka ile iligkilidir. Karelerin foplaminin
karekdkUndn alinmasi islemine matematikte kuadratiir toplama islemi denir. ifadede ayrica
belirsizliklerin parcal turev iceren ¢carpanlar icerdikleri gortlmektedir.



8.2 Toplama ve GCikarma icin Belirsizligin Yayilmasi
Asagidaki gibi bir esitlik tanimlayalim:

f(x,y,z)=ax+by—cz
Burada a, b ve ¢ degerleri sabit olsun ve belirsizlikleri bulunmasin. x , y ve z degerleri
ise OlcUmler sonucunda elde ettigimiz bagdimsiz degiskenler olsun. Simdi bagimsiz
degiskenler kullanilarak yukandaki ifadeden f ‘nin de@eri hesaplandiginda bu degerin
belirsizliginin ne olmasi gerektigini adim adim bulalim.

i) Bagimsiz degiskenleri siralayalm: x , y ve z

ii) Fonksiyonun her bagimsiz deger icin parcali turevini alalm:

iii) Belirsizligin yayllmas! icin verdigimiz genel ifadeye buldugumuz parcall fdrevlerin
sonuclar yerlesfirilirse;

_or o ol o using o
af—\/(ax o,) +(ay a,) +(az o,) olduguna gore,

o= V(ao ) +(b o,/ +(co,)

ifadesi elde edilir. Burada ¢ katsayisi kare alma isleminin icinde bulundugundan isaretinin
eksi veya arti olmasi énemli degildir. Bu nedenle eksi isareti yazimamistir. Goruldugu gibi
tfoplama/c¢ikarma islemi yapildiginda sonucun belirsizliginin - bulunmasi igin  bagmsiz
degiskenlerin belirsizlikleri &nce bagimsiz degiskeniin ¢carpaniyla carplimakta ve daha sonra
kudaratur toplamlar alinmaktadir.

Ornek 8.1 560 + 30 © ve 1000 + 40 Q olan iki direnc birbirine seri olarak baglandiginda elde edilen
toplam direncin kag¢ Q oldugunu belirsizlidi ile beraber elde ediniz.

Cevap 8.1 Birbirlerine seri bagll olan iki direncin toplam dederi iki direncin dederinin toplamidir. Bu
durumda toplam direng;

R,=R,+R,=560+1000=1560 Q



olarak elde edilir. $imdi buldugumuz bu degerin belirsizligini belirleyelim. Soruda 03,=20 ve

0R,=10 olarak verimektedir. Toplama (veya cikartma) islemi igin elde eftigimiz belirsizligin
yayllmasi ifadesini bu sorudaki degiskenler icin yazarsak;

o =\( 0, +( 0,

oldugu goruldr. Buradan;
0, =1/30°+40°=50

olarak elde edilir. Bu durumda elde ettigimiz toplam direng belirsizligi ile birlikte
R,=1560+£50 Q

olarak ifade edilebilir.

8.3 Carpma ve Bdlme icin Belirsizligin Yayilmasi
Asagidaki gibi yeni bir esitlik tanimlayalim:

axy

fx,y,2)=22

Burada a ve b yine belirsizlikleri olmayan sabitler, x , y ve z degerleri ise dlgumler
sonucunda elde ettigimiz bagdimsiz degdiskenler olsun. Simdi bagimsiz  degiskenler
kullanilarak yukandaki ifadeden f ‘nin degeri hesaplandiginda bu degerin belirsizliginin
ne olmasi gerektigini yine adim adim bulalm.

i) Bagimsiz degiskenleri siralayalm: x , y ve z

ii) Fonksiyonun her bagimsiz deger icin parcall tarevini alalim:

of _ay
0x bz
of _ax
oy bz
Of __axy
z bz’

iii) Belirsizligin yayllmasi icin verdigimiz genel ifadeye buldugumuz parcall farevlerin
sonugclar yerlesfirilirse;



af:\/(a—f o )2+(6_f o )2+(2—f oz)2 olduguna gére,

2 2 2
_ray ax axy
af—\/(—bz o) +(—bZ o,) +(=%0,)

olarak elde ederiz. Olduk¢ca karmasik bir ifade gibi gdztkayor ama aslinda degil. Simdii
esitligin her iki tarafini da fonksiyonun kendisine bodlelim;

2 2
ay. ax axy

O (02 z
9 _ bz * + bz 7 + bz’
If] axy axy axy

bz bz bz

Yukarndaki ifadede kare ve karekdk alma islemi olmasina karsin bdlme islemi dogrudan
paydalara yazilmistir.  Bunun  yapllip  yaplamayacaginin  gosterimini - size  birakiyoruz.
Yukarnda sadelestirmeler yapilirsa sonu¢ olarak asagidaki ifade elde edilir:

o, o)\ (o, (0,
_f__x+(_y+_z
y

1 x

o; o, o, o

oldugu goérulUr. Burada m , m , m ve ﬁ ifadelerine oransal belirsizlik adi verilir.
Gordldugu gibi carpma veya bdlme islemleri séz konusu oldugunda sabitlerin bir dnemi
kalmamakta ve oransal belirsizliklerin kuadratur toplami alinarak sonucun oransal belirsizligi
belirlenmektfedir. Burada dikkat edilmesi gereken nokta sonucun belirsizligin  sadece
badimsiz degiskenlerin belirsizliklerine dedil ayni zamanda onlarn dederlerine de bagl

olmasidir (ftoplama veya cikarma islemlerinde bdyle bir durumun olmadigina dikkat ediniz).

Ormek 8.2 Kutlecekimsel potansiyel enerji asadidaki ifade ile hesaplanmaktadir:

_—Gmlm2
- d

Biinci  ve  ikinci  cismin  kufleleri m,=(6.2+0.5)-10* kg ve m,=(9.8+0.6)-10* kg olarak
verimektedir. Cisimler arasi uzaklk ise  d=(1.5%0.2)-10” m olduguna goére kitlecekimsel

potansiyel enerjiyi belirsizligiyle birlikte hesaplayiniz ( G=6.67-10"" m® kg™' s™* aliniz ve belirsizligini
ihmal ediniz).

Cevap 8.2 Oncelikle potansiyel enerjinin dederini hesaplayalim;

-Gmm, —-6.67-10""-6.2:10-9.8+10%

39
y T =-2.7-10"J

U=




Simdi bu degerin belirsizligini hesaplayalm. Carpma ve bdime islemlerinde belirsizligin yayllmasi icin
elde ettigimiz ifadeyi bu formule uyarlarsak;

2
+

2
+

O,

m,

&_\/ %,
v

my

g,

m,

m,

ﬁ2
:

olarak yazabiliriz. Simdi parantez icerisindeki ifadeleri hesaplayalim;

On  0.5-10%
- :6 10" =0.0806
O, 0.6-10%
- :—9 o 10" =0.0612
o; 0.2-10"
Fla - 10" =0.1333

Ayrica U=-2.7-10" oldugunu da yukanda yaphigimiz hesaplomadan yazabiliiz. Tum  bu
degerlerin belirsizligin yayilmasi ifadesine yerlestirirsek;

ﬁ:¢1’0.0806)2+(0.0612J2+(0.1333)2

0,=4.5204-10
olarak elde edilir. Ancak, belirsizlik degerlerinin ilk anlamli hanesinden sonraki hanelerinin sunulmasi
pek bir sey ifade etmez. Bu nedenle belirsizlik dederleri ilk anlamli degerin oldugu haneye kadar

yuvarlanir. Yani c7U:5-1038 seklinde yazilir. Benzer sekilde elde edilen sonu¢ da ayni haneye kadar
yuvarlanmalidir. Bu durumda kutlecekimsel potansiyel eneriji belirsizlidi ile birlikte;

U=-2.7-10"+5-10"J veya daha dogru bir gdsterimle;
U=(-2.7%0.5)-10"J

olarak yazilabilir.

8.4 Dogal Logaritma icin Belirsizligin Yayilmasi

Tanimlamalar énceki bélumdekilere benzer olmak Uzere;
f(x)=aln(bx) olsun.

i) Bagimsiz degisken:  x

ii) Parcall turev (burada aslinda tek degisken oldugundan normal turev de denilebilir):



a
X

of _
0x

iii) Belirsizligin yayllmasi icin ifade;

2
o= (% o,| olduguna gdre buradan
af:|% o,] olur ve psrcall tdrev yerine yazilirsa;

O, o
o,=la—| olarak elde edilr.
X

Burada ilgin¢ bir durum x ‘in oransal belirsizliginin - f ‘in oransal olmayan belirsizligi ile
iliskili cikmasidir. Logaritmali ifadelerde bu durumun ortaya ¢ikmasi gayet dogaldrr.

8.5 Logaritma icin Belirsizligin Yayilmasi

f(x)=alog(bx) gibi bir esitlik fanimladigimizda belirsizlik hesabinda dogdal logaritmadan
olan tek farki parcall ttrev olacaktir:

of ___a
d0x xIn(10)

Bu durumda f ‘nin belirsizligi asagidaki ifadede verildigi gibi olur:

GX
0;=|a veya 0,=(0.434-a—|
X

o, |
xIn(10)
Ormek 8.3 Astronomide uzaklik modull ( m—M ) asadidaki formil ile hesaplanmaktadir:

m—M =5logd—5

Burada d parsek cinsinden yildizin uzakli@idir. Buna gére bir yildizn uzakidi  d=25+5 pc olarak
biliniyorsa uzaklik modulunt ( m—M ) belirsizligiyle birlikte hesaplayiniz.

Cevap 8.3 Oncelikle uzaklik modUlinin degerini hesaplayalim.
m—M=5log 25—5=1".9897

Simdi de elde eftigimiz bu sonucun belirsizligini belirleyelim. FormUl incelendiginde sol tarafta yer
alan logaritmal ifadeden 5 cikarldi@i gértimektedir. Ancak, tlrev alindiginda bu -5 sayisi yok
olacagindan logaritma icin elde ettigimiz belirsizligin yayilmasi ifadesi bu formul icin de ayni sekilde
kullanilabilir. Logaritmanin ¢carpani (5) ise a sabifine karsilik gelir ve hesaplamalara katilmasi gerekir.
Logaritma icin belirsizligin yayllmasi ifadesini bu érnede uyarlarsak;



a O
dIn(10)

O(m-m)

oldugu gérulecektir. Bu durumda a=5 d=25 ve o0,=5 degerleriifadede yerine konursa;

55
25In(10)

Oap=| =0.4343

olarak elde edilir. Bu durumda uzaklik modulinun degerini belirsizligi birlikte;

m—M=1".9897+0.4343

seklinde yazlabilir. Ancak bu gdsterim dog@ru degildir. CUnku, belirsizligin ilk anlamli hanesi (bu
ornekte noktadan sonraki ilk hane) sonrasinda gelen haneler bir anlam ifade etmez. Bu nedenle
degerlerin yuvarlanarak asagidaki sekilde verilmesi gerekir:

m—M=2".0+0.4

8.6 Euler (e) Sayisi Uzeri ifadelerde Belirsizligin Yayllimasi
Tanimlamalar énceki bdlimdekilere benzer olmak Uzere;
f (x)=ae™ olsun.
i) Bagimsiz degisken:  x
ii) Parcall tUrev (burada yine tek degisken oldugundan normal tUrev de denilebilir):

%zabebx

i) Belirsizligin yayllmasi icin ifade;

2
o= (g—)f( o,| olduguna gdre buradan yine
Uf:|g—£ o,| olurve

o,=|abe” o, olarak elde edilr.
Yine esitligin her iki tarafinida f “in kendisine bolersek;

O _ abe”™

|f|_| ae™

o,| ve buradan,



ﬁ:

bo

Burada karsimiza ¢ikan durum logaritma icin gecerli olan durumun bir anlomda  tersidir.
f ’in oransal belirsizligi x ‘in oransal olmayan belirsizlidi ile iliskilidlir.

Ornek 8.4 Bir ortama giren isinimin siddeti ortamin icerisinde sacima olmasi nedeniyle ortamdan
clktiginda azalacaktir (veya sifir olacak ve ortamdan gecemeyecektin). Astrofizikte bir orfama giren
ISINIMIN (IO) o ortamdan cikan sginm () ile iliskisi ifade ile verimektedir:

I=I,e "

Burada 1,=1000 Wm™ oldugu durum icin 7=0.6+0.1 olarak verildiginde I ‘nin degerini
belirsizligiyle birlikte hesaplayiniz (I, “in belirsizliginin olmadigini kabul ediniz).

Cevap 8.4 ik olarak I degerini hesaplayalim.

1=1000-e °¢=548.8116 W m >

Simdi de elde ettigimiz bu sonucun belirsizligini belirleyelim. Formdl icin Euler sayisi Uzeri ifadeler icin
elde ettigimiz belirsizligin  yaylmasi ifadesi  kullonimalidir. 7 ‘nun  baginda eksi  isareti
bulundugundan b sabitinin degeri -1 dir;, ancak bu durum muflok deder alma isleminin
bulunmasindan dolay! sonucu degistirmez. Burada Euler sayisi Uzeri icin elde ettigimiz belirsizligin
yayillmasi ifadesini uyarlarsak;

o; _

bo]
1]

elde edilir. 1=548.8116 , b=—1 ve o0,=0.1 degerleri yerlerine yazilirsa;

O; _
548.8116

-1-0.1|
0,=54.8812

olarak bulunur. Bu durumda I ‘nin degerini belirsizligiyle birlikte;

1=548.8116+54.8812 W m”

olarak elde edilir. Ancak, bu gbsterim yine yanlistir. Belirsizligin ik anlamli hanesine kadar yuvarlama
yapllarsa;

I1=550+50 W m?

ifadesi anlamli degerleri iceren dogdru bir ifade olur.



8.7 Ustel ifadelerde Belirsizligin Yayiimasi

f(x)=ab™ gibi bir esitik fanmladigimizda e Uzeri ifade i¢in yaphgmiz belirsizlik
hesabindan tek fark parcall tfarev olacaktir:

of ox
—=I
O n(b)cab

Bu durumda f ’nin belirsizligi asagidaki ifadede verildigi gibi olur:

%:|Cln(b)a|

| X

G
Soru 8.1 Simdi 6grendiginiz bilgileri kullanarak konunun basindaki F:% ifadesinde F 'nin

belirsizliginin nasil hesaplanmasi gerektigini bulmaya ¢alisiniz.



