ASTROISTATISTIK
11. KONU

Hazirlayan: Dog. Dr. Tolgahan KILCOGLU
11. NORMAL DAGILIM

Onceki konularda da degindigimiz gibi dodada karsimiza cikan bircok olgu bir normal
dagiim (Gauss egrisi veya can egrisi) sergilemektedir. Asagida, genellikle normal dagilima
benzer dagiim sergileyen durumlara bazi drnekler verilmektedir:

+ Insanlann boylarnin uzunluklar (kadin-erkek ayrn olarak ele alindiginda),

« Insanlann agrrliklan (kadin-erkek ayn olarak ele alindiginda),

* Birsinav sonucunda alinan notlar,

* 1Q festi sonuclari,

+ Bir tarladaki biberlerin uzunluklari,

*  Bir masanin boyunun farkli insanlar tarafindan élcumu,

+ Bir kavanozun icinde ka¢ adet bilye oldugunun bircok insan tarafindan tahmin
edilmesi,

« Farkl insanlar tarafindan kullanilan ayni model bulasik makinesinin ilk defa kag gun
sonra ariza verdigi,

« Bir firmaya ait 1 litrelik paketli portakal sularinin agirlikiart,

* Biryildizin birgok kere gdzlenmesi sonucunda elde edilen aki degerleri,

« Bir yildizin tayfindaki sogurma ¢izgileri,

* Hayatinzda gecirdiginiz gunleri  1'den (berbattan) 10'a  (muthise) dogru
numaralandirdiginizda olusan dagilim,
ve daha bunlar gibi daha niceleri...

Bir gdzlem veya deney yapildiginda verilerin normal dagilima uyduguna kanaat getirilirse
veriler Uzerinde olasilik hesaplarn ve istatistiksel cikanmlar yapmak olduk¢a kolaylagir. Bunun
femel nedeni normal dagilimin bir matematiksel ifadesinin olmasi ve bu sayede
hesaplamalarin nicel olarak rahatlikla yapilabilmesidir.

Bir veri normal dagiimla temsil edilebiliyorsa o veriye iliskin sadece iki parametreyi bilmek
yeterli olmaktadir: ortalama ( X veya u ) ve standart sapma ( s veya o ). Oyle ki bu
iki deg@erin olusturabilecegi yanliz bir Gauss egrisi vardir. Gauss egrilerinin hepsi birbirinin
kopyasidir. Farkli veriler icin (farkll ortalama ve standart sapma degerleri icin) olusturulmus
olan Gauss egrileri x ve y eksenlerinde gerekli miktarlarda sikistinilir/esnetilirse hepsinin birebir
ayni sekilde oldugu gérulecektir,

Normal dagiim simetriktir, yani carpikigr  ¢=0 dir. Normal dagilimin basikid da b=0
dir. Bir verinin carpikliginin ve basikliginin hesap edilmesiyle onun normal dagilima ne kadar
benzedigi ortaya konulabilir.

Simdi, bu boélimde kullanmak tzere bir érnek veri sunalim. Cizelge 11.1'de Hyades (Okl1z)
Acik Yildiz Kiimesi'ne Uye 46 yildizin dikine hiz  (v,) degerleri km s biriminde verimektedir
(frekans dagiimini kolaylastirmak amaciyla veriler tam sayilara yuvarlonmis olup gercek
dikine hiz verileri daha hassastir).



Cizelge 11.1 Hyades acik yildiz kimesine Uye 46 yildizin dikine hizlar (km s™)
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Sekil 11.1'de Cizelge 11.1'de verilen dikine hiz degerlerinin frekans dagilimi bir histogram
ustinde gosterilmektedir.
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Sekil 11.1 Hyades acik yildiz kimesine Uye 46 yildizin dikine hizlannin frekans dagilimi

Soru 11.1 Cizelge 11.1'deki verilerin bir populasyondan mi yoksa bir érneklemmden mi geldigini tespit
ediniz. Buna goére verilerin ortalama ve standart sapma dederlerini hesaplayiniz.

llgili ifadeler kullanildiginda yukandaki sorunun cevaplarnin x=39.2 kms ' ve s=3.1

oldugu gorilar. Baska bir deyisle, Hyades Kimesi'nin dikine hiznn  39.2+3.1 kms '
oldugu séylenebilir. Elde ettigimiz bu degerleri konu ilerledikce kullanacagiz.

11.1 Normal Dagilimin Matematiksel ifadesi

Normal dagiimin (Gauss egrisinin) matematiksel ifadesi asagidaki sekildedir;

1 x—u )2

Nx)=—L o3
ov2m

olarak ifade edilir. Burada m ve e matematiksel sabitler, o ve u ise yine standart
sapma ve ortalamadrr.



Konunun basinda verdigimiz émek dikine hiz dagiimi icin - x=39.2 kms™' ve s=3.1
oldugunu hesaplamistik. Sekil 11.1'de verdigimiz dikine hiz  dagiliminin  Gzerine
hesapladigimiz bu ortalaoma ve standart sapma degerleri yukandaki ifadede yerine
konularak ( u=x ve o=s alinacaktr) bir normal dagiim fonksiyonu cizdirildiginde Sekil
11.2 elde edilir. Bu sekilden géruldugu gibi dikine hiz verisi normal dagilimla oldukca iyi
temsil edilebilmektedir.
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Sekil 11.2 Dikine hiz frekans dagiimi (mavi) Uzerinde normal olasilik dagilimi (kirmizi)
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Sekil11.3 u ve o degerlerinin degistiriimesinin normal dagilim (Gauss egrisi) Uzerindeki etkisi

Sekil 11.3'te ¢esitli u ve o degerleri icin cizdirilen normal dagiimlarnn ayni veri Uzerinde
bir karsilastirmasi veriimektedir. Goraldugu gibi u  degeri degistiginde Gauss e@risi sadece
saga veya sola kaymakta, o degeri artiginda egri genislemekte ve tepe degeri asagdi

inmekte, o degeri azaldiginda ise egri daralmakta ve tepe degeri daha yukar



c¢lkmaktadir. Burada, o nin verinin duyarlii@ini temsil ettigini sdylemek yanlis olmaz. o
degeri kicuk olan bir veri eger bir 6lcumden geliyorsa bu 6lcumun daha az sagiima
gosterdigini isaret eder.

Tum normal dagilimlann altinda kalan alan T'e esittir. CUnkd bir normal dagiim bir islemin
sonucunda olusabilecek tum olasi durumlari icermektedir.

11.2 Standart Normal Dagilim ve z Puani

Bu konunun basinda tUm Gauss egrilerinin sekilsel olarak bakildiginda birbirinin - aynisi
oldugunu séylemistik. Bu durumda, normal dagiim gdsteren bir verideki dederler uygun
sayilarla toplanir ve ¢arpllirsa baska bir normal dagiim gdsteren veri ile ayni degerlere
sahip olur.

Bu noktada farkli veriler icin farkl normal dagilimlar fanimlamak yerine bir standart normal
dagihm fanimlamak ve bize verilen dederleri bu dagilima uydurmak daha akla yatkindrr.
Standart normal dagdilimin ortalamasi u=0 ve standart sapmasi o=1 dir. Bir verinin
standart sapmasinin 1'e ortalamasinin ise 0'a ¢ekilebilmesi icin o verideki her degerden
ortalama degerin ¢ikarilmasi ve ¢ikan sonucun standart sapmaya bolunmesi gerekir:

Bu islem sonucu elde edilen degere z puani denir. Bir baska ifade ile, z puani verideki bir
degerin ortalama degerden kac standart sapma kat kadar uzak oldugunu verir. ifadede
pay ve paydanin birimleri ayni oldugundan z puani normalize edilmis birimsiz bir degerdir
(benzer bir boime islemini carpiklik ve basiklik icin de yaptigimizi hatfirlayin). Boylece artik
verinin yildiziann dikine hizini icermesi ile insanlarnn boy veya kilolarni icermesi arasinda
hicbir fark kalmaz. Her iki durumda da z puanlarn hesaplanip grafige aktanldiginda ayni
standart normal dagiim karsimiza ¢ikar.

Simdi Cizelge 11.1'de sundugumuz dikine hiz verisinin normal dagiimia temsil edildigini
varsayarak 45 km s' degerinin z puanini érnek olarak hesaplayalm ( o ve u
degerlerini daha dnce bulmustuk):

x—u _45-39.2
7= =

=+1.87
o 3.1

Bu deger ne ifade eder? Bu deger, 45 km s degerinin ortalaoma degerden +1.87 o kat
(porzitif ydnde) uzakta oldugunu séylemektedir. z puaninin degeri ele alinan degerin
olasiigr hakkinda da bilgi verir. Simdi bunun nasil oldugunu basliklar altinda goérelim.

z = 0 durumu: EQer ele alinan degerin z puani sifira esitse bu degerin ortalama degere esit
olmasi gerekir. Bu deder ayni zamanda en olasi deger veya beklenilen deger olarak da
adlandirilir.



0 < |z| < 1 durumu: EQer ele alinan degerin z puani negatif veya pozitif ydnde 0 ile 1
arasinda ise, bu bize degerin ortalaomaya gbre +1o0 araliginda oldugunu sdyler. Daha
onceki konularda (6rnedin bkz. BSIUmM 4.5) da séz ettigimiz gibi populasyondan rastgele
secilen bir degerlerin yaklasik %68'i +1 o araliginda yer alir. Bu nedenle ele alinan degerin
z degeri bu aralkta ise degerle kargllasima (veya olayin gerceklesmesi) olasiligr olduk¢ca
yuksektir. Bu tUrden dederler yluksek olasilikli degetrler olarak adlandinlabilir,

1 < |z| <2 durumu: EQer ele alinan deg@erin z puani negatif veya pozitif yonde 1 ile 2
arasinda bulunuyorsa bdyle bir de@erle karsilasima olasiliginin nispeten dusuk ama yine de
olanakli oldugu sdylenebilir. CUnku rastgele secilen bir degerin bu aralikta kargimiza ¢ikma
olasiigl %27'dir. z puani bu aralkta olan degerleri dusiik olasiikli degerler olarak
adlandirmak yanlis olmaz.

3 < |z| durumu: Eger ele alinan degerin z puani negatif veya pozitif ydbnde 3'ten blyukse
bayle bir dederle karslasma olasiligimiz son derece dustkttr. Oyle ki rastgele secilen bir
de@erin bu aralkta kalmasi olasiigr sadece %5'tir. z puani bu aralkta olan degerler
nadir/siradisi/beklenmedik degerler olarak adlandirilabilir.

Simdi dikine hiz érnegine geri dénersek, 45 km s lik hiz degeriicin  z=+1.87 hesaplamistik.
Dikine hiziarnn dagiliminin normal dagiim oldugu varsayimiyla, bdyle bir degerin karsima
¢lkma olasiiginin dusuk oldugu séylenebilir. Baska bir deyisle, érnekte ele alinan Hyades
KUmesi'nden rastgele bir yildiz secildiginde dikine hiz dederi muhtemelen 45 km s’
olmayacaktir.

Hesaplamamizi simdi 40 km s degeri icin yapalim;

=X =302392 06
3.1

Burada z degeri 0O ile 1 arasinda (hatta sifra oldukca yakin) oldugundan Hyades
KUumesi'nden rastgele bir yildiz secildiginde dikine hiz degerinin 40 km s olma olasiliginin
oldukg¢a yuksek oldugu sdylenebilir,

Buraya kadar olasiliklan hep nitel olarak verdik; yani dustk olasilik, yUksek olasilik vb.
Gercekte z puani kullanilarak bir degerle karslasma olasiiginin nicel de@eri de elde
edilebilmektedir. Simdi bu konuya bir géz atalim.

11.3 z Puani Kullanilarak Olasiligin Belilenmesi
Bir rassal x degiskeninin z puani hesaplandiginda z-gizelgesi (Cizelge 11.2) olarak

adlandirnlan  bir cizelge yardimiyla iki z puani araligr veya belirli bir z puanindan
bUyUk/kacuk olma durumlarr icin de olasilik belirlenebilmektedir.



Cizelge 11.2 Standart normal dagiim gizelgesi (z ¢cizelgesi)

Kaynak: http://www.z-table.com

b4 .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09
-34 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003  .0002
-3.3 .0005 .0005 .0005 .0004 .0004 .0004 .0004 .0004 .0004  .0003
-3.2  .0007 .0007 .0006 .0006 .0006 .0006 .0006 .0005 .0005  .0005
-3.1 .0010 .000S .0009 .0009 .0008 .0008 .0008 .0008 .0007  .0007
-3.0 .0013 .0013 .0013 .0012 .0012 .0011 .0011 .0011 .0010  .0010
-29 .0019 .0018 .0018 .0017 .0016 .0016 .0015 .0015 .0014  .0014
-2.8 .0026 .0025 .0024 .0023 0023 .0022 .0021 .0021 .0020  .0019
-2.7 0035 .0034 .0033 .0032 .0031 .0030 .0029 .0028 .0027  .0026
-2.6 .0047 .0045 .0044 .0043 0041 .0040 .0039 .0038 .0037  .0036
-25 0062 .0060 .0059 .0057 .0055 .0054 .0052 .0051 .0049  .0048
-24 .0082 .0080 .0078 .0075 .0073 .0071 .0069 .0068 .0066  .0064
-23 .0107 .0104 .0102 .0099 0096 .0094 .0091 .0089 .0087  .0084
-2.2 .0139 0136 .0132 .0129 0125 .0122 .0119 .0i16 .0113  .0110
-21 .0179 0174 .0170 .0166 .0162 .0158 .0154 .0150 .0146 .0143
-2.0 .0228 .0222 .0217 .0212  .0207 .0202 .0197 .0192 .0188  .0183
-1.9 .0287 .0281 .0274 .0268 .0262 .0256 .0250 .0244 .023¢  .0233
-1.8 .0359 .0351 .0344 .0336 .0329 .0322 .0314 .0307 .0301 .0294
-1.7 .0446 0436 .0427 .0418 .0409 .0401 .0392 .0384 .0375  .0367
-1.6 .0548 .0537 .0526 .0516  .0505 .0495 .0485 .0475 .0465  .0455
-1.5 0668 .0655 .0643 .0630 .0618 .0606 .0594 .0582 .0571  .0559
-14 .0808 .0793 .0778 0764  .0749 0735 0721 .0708 .0694  .0681
-13 .098 .0951 .0934 .0918 .0901 .0885 .0869 .0853 .0838  .0823
-1.2 1151 1131 1112 1093 .1075 1056  .1038  .1020 .1003  .0985
=11 .1357 .1335 .1314 1292 1271 1251 12300 1210 1190  .1170
-1.0 .1587  .1562  .1539 1515 1492 1469 1446 .1423 .1401  .1379
-0.9 .1841 .1814 .1788 1762 1736 1711 .1685 1660 .1635  .1611
-0.8 .2119  .2090 .2061 .2033 2005 1977 1949 1922  .1894  .1867
-0.7 2420 2389 .2358 2327 2296 2266 .2236 .2206 .2177 2148
-0.6 .2743 2709 .2676 .2643  .2611  .2578 2546  .2514 .2483  .2451
-0.5 3085 .3050 .3015 2981 2946  .2912 2877 .2843 .2810 .2776
04 3446 3409 3372 3336 3300 3264 3228 3192 3156 .3121
-03 3821 3783 3745 3707 3669 3632 3594 3557  .3520  .3483
-0.2 4207 4168 4129 4000 4052 4013 3974 3936 .3897  .3859
01 4602 4562 4522 4483 4443 4404 4364 4325 4286 4247
-0.0 5000 4960 .4920 4880 4840 4801 4761 4721 4681 4641

Z .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09
0.0 5000 .5040 .5080  .5120 5160 .5199 5239 5279 .5319  .5359
0.1 .5398  .5438 5478 5517 5557 5596 5636 .5675 5714 5753
0.2 5793  .5832 5871 5910 5948 5987 6026 6064 .6103  .6141
0.3 6179  .6217 6255 6293 .6331 .6368 .6406 6443 .6480  .6517
04  .6554 6591 .6628  .666b4 .6700 6736 .6772 .6808 .6844  .6879
05 6915 6950 6985 7019 7054 7088 7123 7157 7190 7224
06 7257 7291 7324 7357 7389 7422 7454 7486  .7517 7549
0.7 7580 7611 7642 7673 7704 7734 7764 7794 7823 7852
08 7881 7910 .7939 7967 7995 .8023 .8051 8078 .8106  .8133
09 .8159 .8i86 .8212 .8238 8264 .8289 .8315 .8340 .8365  .8389
1.0  .8413 8438 .8461 .8485 8508  .8531 .8554 .8577 .8599  .8621
15 .B643 8665 .8686  .8708 8729 8749 8770 .8790 .8810  .8830
1.2 .8849 .8869 .8888  .8907 8925 .8944 .8962 .8980 .8997  .9015
13 9032 9049 9066  .9082 9099 9115 9131 9147 9162 9177
14 9192  .9207 9222 9236 9251 9265 9279 9292 .9306  .9319
1.5 9332 9345 9357 9370 .9382 .9394 .9406 .9418 .9429 9441
1.6 9452 9463 9474 9484 9495 9505 9515 9525 9535 9545
1.7 9554  .9564 9573 9582 9591 9599 9608 .9616 .9625  .9633
1.8 9641  .9649 9656  .9664 9671 9678 .9686 9693  .9699  .9706
19 9713 9719 9726 9732 9738 9744 9750 975 9761  .9767
20 9772 9778 9783 9788 .9793 9798 .9803 .9808 .9812  .9817
2.1 .9821 9826 .9830  .9834 .9838 .9842 .9846 .9850 .9854  .9857
2.2 9861 9864 9868 9871 .9875 .9878 .9881 .9884 .9887  .9890
23 9893 9896 .9898  .9901 .9904 .9906 .9909 9911 .9913  .9916
24 9918 .9920 9922 9925 .9927 .9929 9931 .9932 .9934  .9936
25 9938 9940 9941 9943 9945 9946 9948 9949 .9951  .9952
26 9953 9955 9956  .9957 .9959 9960 .9961 .9962 .9963  .9964
2.7 9965 9966 .9967 9968 .9969 9970 9971 9972 9973  .9974
28 9974 9975 9976 .9977 9977 9978 .9979 9979 .9980  .9981
29 9981 9982 9982 .9983 .9984 .9984 9985 9985 .9986  .9986
3.0 9987 9987 9987 .9988 .9988 .9989 9989 .9989 .9990  .9990
Tl 9990 9991 9991 9991  .9992 9992 9992 9992 9993  .9993
32 9993 9993 .9994 9994 9994 9994 9994 9995 9995  .9995
33 9995 9995 9995 9996 9996 .9996 .9996 9996 .9996  .9997
34 9997  .9997 9997  .9997 .9997 9997 .9997 .9997 .9997  .9998




Cizelgedeki degerlerin anlomina gecmeden once bir z puanina karsilk gelen alan
degerinin nasil bulundugunu aciklayalim. Oncelikle aranan z puaninin noktadan dnceki ve
sonraki bir hanesi alinir ve tablonun ilk sttununda yeri tespit edilir. Daha sonra noktadan
sonraki ikinci basamagin yeri ilk satirda bulunur. SUtunda ve satirda tespit edilen bu iki
degerin kesisimi z degerine karsilik gelen bir alan vermektedir (lbu alanin ne oldugunu
birazdan aciklayacadiz). Omedin, z dederi —1.55 ise ilk kolonda -1.5 degeri bulunur, ik
satirda ise 0.05 degeri bulunur. Bu iki degerin kesisiminin fabloda 0.606 oldugu
gorulmektedir. Peki bu ne anlama gelir?

Cizelgede bir z degerine karsilik gelen alan, z deg@erinin sol tarafina dogru ilerlendiginde
normal dagiim egrisinin altinda kalan alandir. Sekil 11.4'te z=1.00 degeri icin z-cizelgesi
okunan 0.8413 degerinin karsilik geldigi alan gosterilmektedir.

Olasilik Yogunlugu
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Sekil 11.4 z-cizelgesinden z=1.00 degeriicin okunan alan
degerinin normal dagilim Uzerinde gosterimi

Ornek 11.1 Hyades kiimesinden rastgele bir yildiz secildiginde dikine hizinin 35 km s den daha kicik
olmasi olasiigl nedir (kimenin dikine hiz dagiiminin normal dagilima sahip oldugunu kabul ediniz)?

Hyades kimesinin dikine hiz dagilimi icin ortalama ve standart sapma degerlerini x=39.2 km s
ve s=3.1 olarak elde etmistik. Verilerin normal dadilim sergiledigini kabul ettigimiz icin bu

degerleri u ve o degerleri olarak kabul edecegiz. Oncelikle 35 km s dederinin z puanini
bulalim.

_X—u_35—-39.2
=70 731

—1.35

oldugu goralUr. Simdi sorunun cevabl icin aradigimiz alani bir sekil Gzerinde gdsterelim:



Olasilik Yogunlugu
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Sekilden de géruldugu gibi tek yapmamiz gereken z-gizelgesinden z=-1.35 ‘e karsilik gelen
degeri okumaktir. Cizelgede sol sttunda -1.3'e Ust satirda ise 0.05'e karsiik gelen de@erin 0.0885
oldugu goértlmektedir. Yani sorunun cevabi olarak Hyades Kumesi'nden rastgele secilen bir yildizinin
dikine hizinin 35 km s den daha kucUk olmasi olasilig %8.85 dir.

Omek 11.2 Hyades kiimesinden rastgele bir yildiz secildiginde dikine hiznin 42 km s’ den daha

blyUk olmasi olasiigr nedir (kimenin dikine hiz dagiiminin normal dagiima sahip oldugunu kabul
ediniz)?

45 km s de@erinin z puant:

X—u_42-39.2
v 3.1

7=

=0.90

Aradigimiz alani bir sekil Gzerinde gdsterelim:

Olasilik Yogunlugu
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Aradigmiz alanin z-gizelgesinde dogrudan bulunamayacagdl gérlimektedir. CUnkU z-gizelgesi
verilen z de@erinden geriye dogru egrinin altinda kalan alani vermektedir. Bizim ise ileriye dogru
egrinin altinda kalan alana ihtiyacimiz vardir. Bu noktada énemili bir bilgiye sahip oldugumuzu
unutmayalim: normal eg@risinin altinda kalan alan T'e esittir. Bu durumda z puanina karsilik gelen
alani gizelgeden okuduktan sonra eger bu degeri 1'den cikarirsak aradigimiz alani elde etmis oluruz.
Cizelgede z=0.90 degerine 0.8159 degeri kargilk gelmektedir. Bu durumda aradigimiz alan

1-0.8159=0.1841 olarak elde edilir. Yani Hyades kimesinden rastgele bir yildiz secildiginde dikine
hizinin 42 km s den daha bUyUk olmasi olasiidl %18.41'dir.



Simdi 6grendiginiz bilgileri kullanarak asagidaki soruyu ¢cbézmeye calisin.

Soru 11.1 Hyades kiimesinden rastgele bir yildiz secildiginde dikine hizinin 36 ile 39 km s arasinda
olmasi olasiigl nedir (kimenin dikine hiz dagiiminin normal dagilima sahip oldugunu kabul ediniz)?



