ASTROISTATISTIK
12. KONU

Hazirlayan: Dog. Dr. Tolgahan KILCOGLU
12. KORELASYON

Bir deneyin veya gdbzlemin sonucunda elde edilen iki degisken arasinda bir iliski olup
olmadidi ortaya konmak istenebilir. Asagida birbirleri arasinda iliski aranan durumlara iliskin
birkac érnek veriimektedir;

+ Sigara kullanma miktari ile yasam suresi
«  Ogrencilerin televizyon izleme miktar ile Gniversite sinavindaki basarisi
* Birinsanin 1Q puanit ile kazandigr maas
» Bilgisayar kullanma seviyesi ile ALES sinavinda alinan not
« insanlann kilolar ve boylar
+ Birlisede matematik sinavinda alinan notlar ile Turk¢e sinavindan alinan notlar
* Anne-babanin ortalama 1Q puani ile cocugun 1Q puani
« Belirli bir tGrden agaclarn yaslar ve boylar
«  Otomobillerin agirliklar ile benzin tUketimi
* Yildizlann kutleleri ile isinim gucleri
+ Galaksilerin dikine hizlar ile kirmiziya kaymalari
+ Degisen yildizlarin pulsasyon ddnemleri ve parlakliklar
vo...

ki degisken arasindaki olmasi muhtemel iliskiye korelasyon adi verilir. ki degisken arasinda
bir korelasyon olup olmadiginin ortaya konulmasi icin matematiksel bir ydnteme ihtiyac
vardir. Bu bdlumde korelasyona iliskin ifadelerin nasil hesaplanacagdini ve yorumlanacagini
gorecegiz.

12.1 Degiskenlerin Gérsel Olarak irdelenmesi

Iki degisken arasinda iliski olup olmadig irdelenirken dncelikle degiskenlerin bir grafige
aktarimasi faydal olacaktir. Bunun icin genellikle bir sacilma grafigi kullanilir. Aralarnnda
korelasyon olup olmadigi belirlenecek ki degiskenden biri saciima grafiginin x eksenine
digeri ise sacilma grafiginin y eksenine yerlestirilir.

Omegin Sekil 12.1'de parlak 9 anakol yildizinin kitleleri ve yarncaplan bir sacima grafigi
Uzerinde go&steriimektedir. Simdi konuya devam etmeden bu saciima grafigini inceleyerek
anakolda bulunan yildizlann kutleleri ile yancaplarn arasinda  bir iliski olup olmadigini
tarfisiniz.
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Sekil 12.1 Bazi anakol yildizlannin kUtleleri ile yancaplannin sagilma grafigi

12.2 Korelasyon Katsayisi (r) ve Anlami

ki degisken arasinda dogrusal bir iliskinin olup olmadidi korelasyon katsayisi kullanilarak
ortaya konabilmektedir. Korelasyon katsayisi (1) -1 ile 1 arasinda degerler almaktadir. Bu
katsayinin nasil hesaplandigina gecmeden énce aldigi degerlerin ne anlama geldigini
tartisalim.

r= 0 Durumu: Eger korelasyon katsayisi sifira esitse (veya ¢ok yakinsa) iki degisken arasinda
bir iliski olmadigi e@er varsa da bu iliskinin zayif olmasi gerektigi sGylenebilir. Ancak bu
yorum yapilirken dikkatli olunmalidir. CUnkd ele alinan verilerin sayisinin yetersiz olmasi,
yeterli araliga dagimamis olmasi ve/veya hatalarnin yuksek olmasi da iki degisken
arasinda mevcut olan bir iliskinin fespit edilmesinde engel teskil ediyor olabilir. Sekil 12.2'de
korelasyon katsayisi sifir olan iki degiskenin saciima grafigi gosterilmektedir.

Sekil 12.2 Korelasyon katsayis sifir oldugu hesaplanan iki degiskenin sagiima grafigi

0 < r< 1 Durumu: EgGer korelasyon katsayisi O ile 1 arasinda bir degere sahipse bu durum iki
degisen arasinda pozitif bir iliski oldugunu isaret eder. Bir baska deyisle, degiskenlerden
birinin degeri arttik¢a digeri de artmaya egilimlidir. Bu iliskinin ne kadar net sekilde ortaya
konabildigi r'nin degerine baglidir. Eger r'nin de@eri 1'e yakinsa iki degisken arasindaki iligki
iyi bir sekilde ortaya konabilmektedir. Ancak r'nin degeri 0'a dogru yaklastikca iki degisken
arasinda yanlizca zayif bir iliskinin  olabilecegi veya eldeki verilerin (veya verilerin
duyarliiginin) bdyle bir ilskiyi ortaya koymada yetersiz oldugu sdylenebilir.



-1 < r < 0 Durumu: Eger korelasyon katsayisi O ile =1 arasinda bir dedere sahipse bu durum
iki deQisen arasinda negatif bir iliski oldugunu isaret eder. Burada dnceki durumun tersine,
degiskenlerden birinin degeri arttik¢ca digeri azalmaya egilimlidir. Yine benzer sekilde r'nin
de@erinin 0'a yakin olmaisi iliskinin olmadigi veya mevcutsa da zayif oldugu sonucunu isaret
ederken —-1'e yakin olmasi da iliskinin varliginin daha belirgin oldugunu gostermektedir.

r=1 veya r=-1 Durumu: Korelasyon katfsayisinin tam 1'e veya -1'e esit olmasi (veya bu
degerlerecok yakin olmasi) iki deg@iskenin birbirlerine tamamen bagl oldugunu gdsterir. r=1
olmasi durumunda pozitif bir iliski oldugu, r=-1 icin ise negatif bir ilskinin oldugu go&rulUr.
Ancak gercek hayatta iki degisken arasinda bodyle bir ilgskinin olmasi ¢cok olasi degildir.

Sekil 12.3'de farkli korelasyon katsayllarnina sahip olan degisken ciftlerinin sacilma grafikleri
veriimektedir.
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Sekil 12.3 Cesitli degiskenlerin saciima grafikleri ile hesaplanan r korelasyon katsayilar



12.3 Korelasyon Katsayisi ile Temsil Edilmeyen Durumiar

Korelasyon katsayisi birbiriyle iligkili olan iki degiskenin sacima grafiginde olusan egrinin
egiminden bag@msizdir. Sekil 12.4'Un orta satinnda farkl egime sahipolan sacgiima grafikleri
g6zukmektedir. Sol U¢ sacima grafiginin korelasyon katsayisinin r = 1 sag u¢ grafigin ise
r=-1 oldugu goértlmektedir. Goruldugu gibi korelasyon katsayisi egimden etkilenmemigtir.
Bu gercekte korelasyon katsayisinin en guglu &zelliklerinden biridir. Cunkl ele aldigimiz
degiskenlerin birbirlerin bagmliliklan hep ayni egime sahip olmak zorunda degildir.
Korelasyon katsayisi bu anlamda sadece sacima grafiginin ne kadar sacildigini temsil
etmektedir.

Sekil 12.4'4n en alt satinna bakildiginda birbirlerine siradisi sekilde badimli bazi degiskenlerin
saciima grafikleri verimektedir. Bu degiskenler birbirlerine bagmli olmalarnna  karsin
korelasyon katsayilar hesaplandiginda r = 0 oldugu goéruldr. Bu durum dagiimdaki iliskinin
egrisel olmasindan (soldan 1. ve 4. grafik), es dagiimli olmasindan (soldan 2. ve 3. grafik)
veya simetrik yapida (5., 6. ve 7. grafik) olmasindan kaynaklanmaktadir. Bu gibi verilerde
baska tUr korelasyon belirteclerinin kullaniimasi gerekmektedir. Bu gibi siradigi dagilimlarn
olup olmadiginin kontrol edilmesi igcin degiskenlerin sagiima grafiklerinin analizin basinda
cizdirilmesi oldukca dnemlidir.
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Sekil 12.4 Birbirleriyle farkl sekillerde iliskili olan degiskenlerin sacilima grafikleri ve r korelasyon katsayilar

Kaynak: https://en.wikipedia.org/wiki/Correlation_and_dependence#/media/File:Correlation_examples2.svg

Son olarak korelasyon katsayisi bir ylzde gibi dustntlmemelidir. Ormegdin, korelasyon
degerinin %85 olmasi iki degiskenin birbiriyle %85 oraninda uyumlu oldugu anlamina

gelmez.
12.4 Dagilimlarin Farkli Korelasyonun Ayni Oldugu Durumiar

Simdi Sekil 12.5'te verilen sacima grafiklerini inceleyerek korelasyon katsayilarni fahmin
etmeye calisin.
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Sekil 12.5 Dort farkl degisken setinin saciima grafigi

Kaynak: https://en.wikipedia.org/wiki/Correlation_and_dependencet#/media/File:Anscombe%27s_quartet_3.svg

Sekil 12.4'te verilen her grafik icin farkll korelasyon katsayilar fahmin etmis olabilirsiniz. Ancak
bu dort grafigin de korelasyon katsayisi r = 0.816 dir! Simdi bu grafiklerde karsimiza ¢ikan
durumlar tek tek irdeleyelim;

D Sol Ustte yer alan grafikte verilerin homojen ve dogrusal olarak dagildigi klasik bir sacilma
grafigi gbzukmektedir. Bu grafikteki degiskenlerin arasindaki ilskinin ortaya konmasi icin
korelasyon katsayisi olduk¢a iyi bir SlgUttar.

i Sag ustteki grafikte ise degiskenlerin birbirlerine egrisel olarak bagmii  oldugu
gorulmektedir. Ancak, korelasyon katsayisi sadece dogrulsal korelasyonu fespit
edebildiginden bu egrisel degisimin sadece dogrusal bilesenindeki uyumu olcebilmistir.
lliskinin egrisel oldugu dusunuldigunde gercekte bu iki dedisken arasinda oldukca iyi bir
korelasyon bulunmaktadir.

iy Sol alttaki grafikte ise verilerin birbirleriyle siki iliskili oldugu gérulmekle birlikte sadece tek
bir aykin deger korelasyon katsayisinin 1 yerine 0.816 cikmasina neden olmaktadir.
Astronomide bazen bu grafige benzer durumlar ile karsilagilabilmektedir. Eger veride tek bir
deg@erin buyUk bir sapma goésterdigi goruluyorsa korelasyon hakkinda yorum yapmadan
once verinin gercekten dogru olup olmadiginin, bu farkiig gbézlemdeki bir hatadan
kaynaklanip kaynaklanmadiginin tespit edilmesi gerekir.

iv) Sag alttaki grafikte de bir grup verinin ayni x degiskeninde toplandidi gérilmektedir. Bu
grafiye benzer durumlar da astronomide oldukca yaygindrr. Ornegdin bir hava kdtlesi
hesabinda kullanilacak gézlemler gunun belirli saatlerinde yapildiysa verilerin belirli hava
kUtlesi de@erlerinde yogunlagstigr gorular. Korelasyon katsayisi burada yine veriler 1siginda
uyumun ne kadar olup olmadigini olabilecek en iyi intimalle vermektedir. Ancak ilskinin

olup olmadiginin daha net sekilde ortaya konmasi daha genis bir "x" araliginda veri
alinmasini gerektirir.



12.5 Korelasyon Katsayisinin Matematiksel ifadesi

Korelasyon katsayisinin ne anlama geldigini ve nasil  yorumlanmasi  gerektigini
acikladigimiza gére artik nasil hesaplandigindan séz edebiliriz. Bu hesaplama igin dncelikle
Fark Kareler Toplami (KT) ve Fark Carpimlar Toplami (CT) ifadelerini fanimlayalim. x ve
y bir veride korelasyonu incelenecek degiskenler olmak Uzere;

Bir veri icin yukanda verilen ifadeler hesaplandiginda ki degisken arasindaki korelasyon
katsayisi asagidaki gibi hesaplanir;

r= CTxy
VKT KT,

Bu korelasyon katsayisi Pearson Korelasyon Katsayisi olarak da isimlendirilir.

12.6 Bir Ornek Veri igin Korelasyon Katsayisinin Belirlenmesi
Simdi bu konunun en basinda verdigimiz anakol vyildiziannin kutleleri ile yancaplar

degiskenleri icin korelasyon katsayisini hesaplayalm. Cizelge 12.1'de dokuz parlak anakol
yildizinin kutle ve yarncap degerleri sunulmaktadir.

Cizelge 12.1 Secilmis baz parlak anakol yildizlarinin kitleleri ve yancaplari

Yildiz Adi Katle (M/M.) | Yancap (R/Ro)
Spica 11.43 7.47
Bellatrix 8.60 5.75
Achernar 6.70 7.30
2 Llac 5.00 3.78
Vega 2.14 2.36
Procyon 1.60 2.05
GUnes 1.00 1.00
Alpha Centauri B 0.91 0.86
61 Cyg A 0.70 0.66




Oncelikle ortalamalarn hesaplayalim;

n

X.
3= ;) ' _ 11.43+8.60+6.70+5.00+2.14+1.50+1.00+0.91+0.70 — 427
n 9 )
y= ; i _ 7.47 +5.75+7.30+3.78+4+2.36+2.05+1.00+ 0.86+0.66 —3.47
n 9 )

Simdi fark kareler toplamlarini ve fark carpim toplamini hesaplayalim;

KT, Z =(11.43—4.22)+...+(2.14—4.22’+...+(0.70+4.22)*=123.367
KT, Z =(7.47 —3.47 ) +...+(2.36 —3.47 *+...+(0.66 +3.47)*=60.021

CTXy:Z (x,—%)(y,—y)=(11.43—4.22)(7.47—3.47 )+...+(0.70 —4.22)(0.66 —3.47)=81.2215

Artik korelasyon katsayisini hesaplamaya haziriz:

¢T, 81.2215

=0.94
J KT, KT, ~/123.367-60.021

olarak elde edilir. Buradan su yoruma gidilebilir: inceledigimiz anakol yildiziannin kdtieleri ile
yancaplan arasinda belirgin  bir pozifif iliski oldugu saptfanmigtir. Anakoldaki yildiziarin
kuatleleri arttikca yancaplan da artma egilimindedir.

Ancak burada sadece 9 yildizdan bu sonuca vardigimizi ve bu unutmayin. Bu genellemeyi
dogrulayabilmek icin gercekte galaksinin farkll bodlgelerinde gdbzlenmis ¢cok daha fazla
ylldizin gbézlemine ihtiya¢ vardir.



