ASTROISTATISTIK
13. KONU

Hazirlayan: Dog. Dr. Tolgahan KILCOGLU

13. REGRESYON

Bir &nceki konu olan Korelasyon bdlumunde iki degisken arasindaki muhtemel bir iliskinin
olup oimadiginin nasil tespit edilebilecegini gormustuk. Peki iki degisken arasinda bir iligkinin
olmasi bize ne gibi fayda saglar? Bunu iki ydnlt dusunebiliriz;

i. Birbirleri arasinda iliski oldugu fespit edilen degiskenler icin bu iliskinin  neden
kaynaklandigi ortaya konulabilirse bilimsel bir strecin aydinlatimasi saglanabilir. Oyle ki,
bilimsel calismalarda c¢esitli  degiskenlerin - aralarndaki iliskilerden sayisiz  bilgi  elde
edilmektedir. Omegdin evrenin genislemesi, 1929'da Edwin Hubble'in galaksilerin dikine
hizlar ile uzakliklarr arasinda bir korelasyon olmasi sayesinde kesfedilebilmistir.

ii. Birbirleri arasinda iliski oldugu tespit edilen degiskenlerden bazen bir tanesinin elde
edilmesi zor olabilir. Simdi, iki degiskenimizin oldugunu ve zor elde edilen degiskenin ikinci
degisken oldugunu varsayalm. Eger birinci degisken ile ikinci degisken arasindaki iliski iyi
sekilde biliniyorsa birinci degiskenin degerinin dlculmesiyle ikinci degiskenin degeri elde
edilebilir veya kestirilebilir. Ornegin, cift yildiziar disindaki yildiziann kitlelerinin élctlmesi cok
zordur. Cift yildizlann kutleleri ile isitma gucleri arasinda siki bir iliski oldugu ortaya konmustur.
Bu iliski icin taretilen bag@inti kullanilarak kutleleri dogrudan hesaplanamayan tek yildiziarn
isitma gucleri kullanilarak kutleleri kestirilebilmektedir.

Bu bdlumde yukanda ikinci maddede s6zanu ettigimiz kestirimin nasil yapilabildigine iliskin
femel yontemleri 6grenecegiz. Bir bagska deyisle, aralannda korelasyon oldugu bilinen
degiskenlerin  bir bdlumund biliyorsak bilinmeyeni nasil  kestirebilecedimizi gbrecegiz.
Degiskenler arasinda bir iliski oldugu biliniyorsa bu iliskinin matematiksel ifadesinin tahmin
edilmesine regresyon analizi adi verilir.

13.1 Denklemi Tahmin Edin

Aralarinda bir iliski oldugu dustnulen degiskenleri birbirine baglayan matematiksel bir ifade
elde etmek icin 6ncelikle bu degiskenler arasindaki matematiksel ifadenin yapisinin nasil
oldugunun tahmin edilmesi gerekir. Sekil 13.1'de aralarndaki bagintilann  cesitli
matematiksel  fonksiyonlarla ifade edilebildigi  degiskenlerin  saciima  grafikleri
goOsterilmektedir.
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Sekil 13.1 Cesitli matematik fonksiyonlari ile verilerin temsil edilmesi

13.2 Normal Denklemiler

Denklem tahmin edildikten sonra normal denklemler adi verilen bir dizi denklemin
olugturulmasi ve hesaplanmasi gerekir. Normal denklemlerin olusturulmasi ve hesaplanmasi
oldukca kolay olup sadece baz kurallar bilmek gerekir.

Normal denklemler olusturulurken;

i. Oncelikle tahmin edilen denklemde kac tane bilinmeyen sabit oldudu belirlenir. Normall
denklemlerin  sayisi  bilinmeyen sabitlerin  sayisina esit  olacaktr. Ornedin, y=ax+b
denkleminde (x ve y degiskenler olmak uzere) iki tane bilinmeyen sabit vardir: a ve b.

ii. Denklemin her iki tarafi da birinci sabitin katsayisi ile carpilir. Daha sonra ortaya c¢ikan
denklemde degisken iceren ifadelerin basina foplam isareti getirilir. Ornegdin, y=ax+b
denklemi icin 3(yx)=az(x®)+bx(x) olur (2 taraf da a'nin katsayisi olan x ile carpimis ve
degisken iceren ifadelerin basina X getirilmistir). Boylelikle birinci normal denklemi
olugturulumus olur. Burada ¥ semboll daha énce aligik oldugumuz toplam semboll olup
parantez icinde kalan ifadenin degerlerinin i=1'den n'e (veri sayisina) kadar toplamini ifade
eder.

iii. Simdi denklemin her iki tarafi ikinci sabitin (eger mevcutsa) katsayisi ile carpllir ve yine
benzer sekilde olusan denklemde degisken iceren ifadelerin basina toplam isareti getirilir.



Ornegin, y=ax+b denkleminde ikinci sabit b dir ve bu sabitin katsayisi 1 dir. Bu durumda
diger normal denklemi z(y)=ax(x)+bZ(1) olur. Burada (1) ifadesi n kez 1'in toplanmasi
anlamina geldiginden x(1)=n olur. Bdylece normal denklemi X(y)=az(x)+bn seklinde
yazilabilir,

iv. EQer denklemde baska sabitler de varsa ii. veya ii. adimda yapilan islemler her sabit icin
tekrar edilir. Ornek olarak verdigimiz y=ax+b denkleminde baska sabit kalmamustrr.

v. I isareti olan ifadeler hesaplanarak elde edilen sayilar denklemlerde yerine yaazilr.
Boylece bilinmeyen sabit sayisi kadar denklem elde ediimis olunacaktir. Ormegdin, y=ax+b
ifadesi icin artik elimizde iki bilinmeyenli iki denklem vardir.

vi. Bundan sonra bu denklem takimlari istenilen bir ydntemle ¢ozulerek a ve b katsayilar
tespit edilir. Bu katsayilar, érnedin, y=ax+b denkleminde yerine konularak iki degisken
arasindaki tahmin edilen matematiksel baginti elde edilmis olur.

Simdi farkl dort tarden denklem ele alalim ve bunlarnn normal denklemlerini olugturalim.

13.2.1 Dogrusal denklemler (y=ax+b gibi)

y=ax+b (degiskenler: y ve x | sabitler: a ve b)

(yx)=az(x®)+b(x)
Y(y)=az(x)+bn

13.2.2 Cok degiskenli denklemler (t=ax+by+cz gibi)

t=ax+by+cz (degiskenler: 1, x, y ve z | sabitler: a, b ve ¢)

T(HX)=az(x®)+b(yx)+c(zx)
T(ty)=az(xy)+b(yD+cx(zy)
Y(12)=ax(x2)+bx(yz)+Cci(z?)

13.2.3 Polinomlar (y=a+bx+cx+...)

y=a+bx+cx? (degiskenler: y ve x | sabitler: a, b ve ¢)

T(y)=an+bI(X)+cz(x?)
T(yx)=az(X)+bz(x3)+cz(x®)
2(yxD=az(x>+b(x})+c(x*)



13.3 Normal Denklemlerin C6zUmu icin Determinant Yontemi

EGer normal denklemlerin sayisi ikiden fazlaysa siradan denklem c¢dzUm ydntemleri
sabitlerin  hesaplanmasi icin uzun zaman alabili. Bu nedenle burada denklemlerin
c¢cOzUmlerinde kullanilabilecek kismen daha pratik bir determinant yonteminden séz etmek
uygun olacaktir. Bu ydntemi bir drnek Uzerinde géstererek anlatalim. Diyelim ki tahmini

badintinin  y=a+bx+cx” seklinde bir polinom oldugunu kabul ediyoruz. Bu durumda
normal denklemleri asagidaki gibi olur:

%(y)=an+bZ(x)+cZ(x’)
S(yx)=aZ(x)+bE(x*)+cx(x%)
2(yx’)=ax(x))+bZ (x)+c Z(x?)

Bu denklemler icin asagidaki determinantiar fanimianir:

i. Ik determinant (D) denklemin sad tarafinda sabitlerin yaninda yer alan degisken
tfoplamlarini icerir:

n %(x) Z(xz)
D=|x2(x) =(x’) 2(x?)
Z(xz) Z(x3) Z(X4)

i. ikinci determinantta (D,) ilk sabit (a) nin yanindaki degisken toplamlar yerine
denklemin sol tarafindaki degisken toplamlar yazilir:

iii. Uctincu determinantta (D,) ikinci sabit (b) nin yanindaki degdisken toplamiarn yerine
denklemin sol tarafindaki degisken toplamlar yazilir:

iv. DérdUnctl determinantta (D,) da benzer sekilde UgUnct sabit (c) nin yanindaki
degisken toplamilari yerine denklemin sol farafindaki degisken toplamlar yazilir:



Yukaridaki determinantlar hesaplandiginda denklemdeki sabitler;

olacakftrr.

13.4 Ornek Bir Regresyon Hesabi: Hubble Sabiti

Cizelge 13.1'de bazi galaksilerin uzakliklar ile dikine hizian veriimektedir.

Cizelge 13.1 Secilmis baz galaksilerin uzakliklarn ve dikine hizlari
Kaynak: https://cmateu.github.io/Cecilia Mateu WebPage/PUA files/ProjectE HubbleLaw.pdf

Galaksi | Uzaklik (d) | Dikine Hiz (v;)
(Mpc) (kms™)
UGC 858 2375 36
UGC 1633 4247 52
UGC 3834 |2033 29
UGC 7122 |1813 32
UGC 7393 | 4203 63
UGC 7412 1140 14
UGC 9358 | 1903 25
UGC 11218 | 1484 19

Hubble kanunu v,=H, d asadidaki sekilde ifade edilir. Buna goére, Cizelge X.X'deki veriyi
kullanarak Hubble sabiti H, 1 hesaplayalim.

v,=H,d (de@iskenler: v, ve d | sabitfler. H, )

Y ved=Hy Y, d*

Sadece tek bir bilinmeyen sabit oldugundan normal denklem 1 tanedir. Simdi, toplam
islemlerini yapalim;


https://cmateu.github.io/Cecilia_Mateu_WebPage/PUA_files/ProjectE_HubbleLaw.pdf

D" v,-d=(36-2375)+(52-4247)+(29-2033 )+(32-1813)+(63-4203)+(14-1140 )+(25-1903)+(19-1484
> v,-d=779837
ve
> d*=36"+52"+29°+32°+63°+147+25°+19°=11016
Bu iki degeri yerine yazarsak;
779837=H ,-11016
Buradan H, cekilirse;

_ 779837
% 11016

=70.8 kms 'Mpc '

olarak elde edilir.



