Ek 1 Fotonun Kafaya Giriş Noktasının Örneklenmesi

Labaratuar koordinat sisteminin merkezinde bulunan bir x-ışın jenaratöründen çıkan bir fotonun gelişi rasgele olduğundan ilk önce giriş koordinatlarının hesaplanması gerekir. 

[image: image1.wmf]K

NK

dy

dy

y

x

f

x

f

N

N

N

N

1

).

,

(

)

(

2

/

2

/

2

/

2

/

ò

ò

-

-

=

=

=


Şekil 1. Teorik x-ışın kaynağından çıkan herhangi bir fotonun kafaya giriş noktasının 

rasgele örneklenmesi 

Giriş noktası hesaplanırken ışınlama alanı göz önüne alınır. Şekil 1’de  fotonlar, kafaya NK cm2 alanında bir sahaya gönderilmiş ve kaynaktan çıkan bir foton A noktasından kafaya girmiş olsun. Burada N, x-ışın alanının eni, K ise boyudur. Merkezi ışının doğrultusu yani kaynağın kafaya uzaklığı L’dir.

Giriş noktası  koordinatlarının hesaplanmasında mantık şudur. Bir x-ışın fotonunun kaynaktan çıkma olasılığı 1’dir. Bu fotonun kafa yüzeyinde herhangi bir noktaya düşme olasılığı ise 1/NK’dır. Böylece problemin çözümü için gereken ve daha once bahsedilen f(x,y) sıklık fonksiyonunu bulmuş oluruz. 

f(x,y) = 1/NK                                                                                                                (1)

Sıklık fonksiyonunu kullanarak x ve y eksenleri için olasılık yoğunluk fonksiyonunu bulabiliriz (Kesim 4.3).
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Burada x ekseni negatif eksenden pozitif eksene taranmıştır. f(x) ise x ekseni için olasılık yoğunluk fonksiyonu yani fotonun, x eksenine verilmiş olan bu aralıkta düşme olasılığıdır. 

Fotonun y eksenine düşme olasılığı f(y),  3  denkleminde verilmiştir. Burada  y ekseni de  negatif eksenden pozitif eksene verilen aralıkta taranmıştır.
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Ters dönüşüm yöntemini kullanarak x ve y değerlerini bulabiliriz. P(x) fonksiyonunun  –K/2 ile +K/2 arasında herhangi bir değeri alma olasılığı 1’dir. P(x)’in –K/2 ile x arasında herhangi bir değer alma olasılığı da  0 ile 1 arasında olacaktır. Bu mantıkla bu olasılığı 0 ile 1 arasında değer alan ve programda bir rasgele (random) sayı üreteci tarafından üretilen q sayısına eşitleyebiliriz:
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yazılarak fotonun maddeye girdiği A noktasının x bileşeni :
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şeklinde bulunur. 

P(y) sıklık fonksiyonunun –N/2 ile y arasında olma olasılığından yararlanarak A noktasının y bileşeni şu şekilde bulunur:
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yazılır ve aşağıdaki gibi ifade edilir.
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Böylece kartezyen koordinatlarda fotonun maddeye girdiği noktanın koordinatları örneklenmiş olur. Şekil 1’de görüldüğü gibi bu A noktasının fantom merkezinden geçen z eksenine uzaklığına r denirse 
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ile ifade edilir.

Kaynaktan A noktasına uzanan fotonun yön vektörünün z ekseni ile yaptığı açıya ( denirse
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bulunur. A noktasının x ekseniyle yaptığı açı ( “ azimut açısı 0-2( aralığında taranır ve 
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şeklinde ifade edilir. Giriş noktasının z bileşeni ise ;

Z=(OA(cos(                                                                                                                  (10)              

ile verilir. Burada OA kaynaktan çıkan bir fotonun kafaya giriş noktasına uzaklığı olup 
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 ile bulunur.

Ek 2 Ortalama serbest yol uzunluğunun belirlenmesi

Bir fotonun iki etkileşme arası gidebildiği ortalama uzaklığa ortalama serbest yol denir. Foton kafaya girdikten sonra bir süre etkileşme yapmadan aynı yönde yoluna devam edecektir. Bu yol sonunda ise enerjisine ve bulunduğu dokuya bağlı olarak kesim 2.2’de anlatılan x-ışın etkileşmelerinden birini yapacak veya hiç etkileşmeden kafadan çıkacaktır.  Fotonun serbest yolu, toplam tesir kesitine dolayısıyla enerjisine bağlıdır. I0 şiddetindeki bir foton demeti x kalınlığındaki ortamı geçtiğinde şiddeti,


[image: image15.wmf]X

T

e

I

I

m

-

=

0

                                                                                                                      (1)

şeklinde üstel olarak azalır. Burada (T ortamın toplam çizgisel azalım katsayısı olarak bilinen birim uzunluk başına etkileşme olasılığıdır ve teşhis radyolojisinde 
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olarak verilir. Burada (Comp, (Ray ve (Foto sırası ile Compton saçılma, Rayleigh saçılma ve fotoelektrik soğurma için çizgisel azalım katsayılarıdır. 

Herhangi bir madde içerisinde ilerleyen bir fotonun, x’ kadar yol aldıktan sonra etkileşme yapma olasılığı;
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ile verilir (Hammersley and Handscmb 1964). İntegrali alıp x’ yerine x konulduğunda:
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bulunur. Buradan, ters dönüşüm yöntemi kullanılarak fotonun serbest yol uzunluğu için aşağıdaki bağıntı elde edilir (Rubinstein 1981):
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Programda fotonun serbest yolu, 5 denklemi kullanılarak fotoelektrik soğurma, Rayleigh ve Compton saçılmaları için birbirlerinden bağımsız olarak aşağıdaki gibi bulundu:
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Burada q1, q2, q3 0-1 aralığında düzgün dağılmış rasgele sayılar olup bilgisayarda bir altprogram olarak yazılan algoritmik bir fonksiyon yardımı ile üretildi. Fotoelektrik soğurma, Rayleigh ve Compton saçılmaları için çizgisel soğurma katsayıları Ek 3’de anlatıldığı gibi hesaplandı. Fotonun kafaya girdikten sonra yapacağı ilk etkileşmenin türü 6,7 ve 8 denklemlerinden elde edilen ortalama serbest yolların en kısa olanı ile belirlendi. Böylece her fotonun hem ortalama serbest yolu hemde yapacağı etkileşmenin türü saptanmış oldu. 

Ek 3. Bileşik ve Karışımların azalım katsayıları

Monte Carlo hesaplarında ortalama serbest yolu ve dolayısıyla etkileşmenin türünü belirleyebilmek için Fotoelektrik, Rayleigh ve Compton etkileşmeleri için Kesim 2.2.5’de bahsedilen çizgisel azalım katsayılarının ayrı ayrı bilinmesi gerekmektedir. Enerji ve maddeye göre değişen çizgisel azalım katsayısı yerine genelde kütle soğurma katsayısı kullanılır. Bileşik veya karışımların kütle soğurma katsayısı,
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şeklinde yazılır (Macovski 1983). Burada ( ve ( bileşiğin kütle yoğunluğu ve lineer azalım katsayısı, (i, (i, Wi  ise sırasıyla bileşikteki i. elementin kütle yoğunluğu, çizgisel azalım katsayısı ve bileşikteki elementin ağırlık yüzdesidir. 1 denklemindeki toplam açıldığında
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bulunur. Nai bileşik içindeki i. elementin bir gramındaki atomların toplam sayısı olmak üzere bileşikteki bir element için kütle azalım katsayısı,
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şeklinde ifade edilir. Burada (Ray, (Comp, (Fot, cm2 olarak elementin Rayleigh, Compton ve fotoelektrik olay tesir kesitleridir. 3 ifadesi, bileşikteki her element için ayrı ayrı yazılıp yerine konduğunda 2 bağıntısı,
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şeklini alır.

Bu denklem her etkileşme için bileşenlerine ayrılırsa çizgisel azalım katsayıları aşağıdaki gibi bulunur.
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Programda çizelge 5.1’de verilen elementler için Nai, σ ve Wi’nin bulunduğu bir dosya kullanılarak bileşiklerin çizgisel azalım ve kütle soğurma katsayıları hesaplandı.

Ek 4. Koordinat Dönüşümleri 

Daha önce kaynaktan çıkan bir x ışın fotonun, herhangi bir maddeye girdiğinde bu madde içerisinde ilerlerken saçılmalar yapabileceğini, soğurulabileceğini veya hiç saçılmadan maddeden çıkabileceğini ifade etmiştik. İşte bu çoklu etkileşme olaylarında madde içerisinde ilerleyen fotonun saçılmaya uğradığı her noktanın koordinatlarının bulunması, bu koordinatların kaynağın bulunduğu kartezyen koordinat sistemine dönüştürülmesi ve böylece madde boyutlarıyla yapılan kıyaslamalar sonucunda fotonun hala maddenin içinde olup olmadığının belirlenmesi gerekmektedir. Bunun için ilk önce giriş kordinatları belirlenen fotonun bir süre hiç etkileşme yapmadan gittiği ortalama sebest yol vektörünün küresel saçılma parametlerinin hesaplanıp kartezyen koordinatlara dönüştürülmesi gerekir. Bu dönüşümden sonra fotonun hala madde içinde olduğu belirlenirse diğer etkileşme noktalarının da küresel saçılma parametreleri belirlenmeli ve kartezyen koordinatlara dönüştürülmelidir. Bu dönüşümleri yapmak için aşağıdaki dönüşüm matrisi kullanılır:
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Burada xn, yn, zn,  n.basamakta ki küresel saçılma parametrelerini, xn+1, yn+1, zn+1 ise n+1’inci basamaktaki küresel saçılma parametrelerini ifade etmektedir. θ,  n+1’inci saçılmaya karşılık gelen Compton veya Rayleigh saçılma açısı ve φ ise yine Compton ve Rayleigh saçılmaları için 0-360 arsında rasgele üretilen azimut açısıdır. 

Koordinat dönüşümüne örnek olarak, Ek 1’deki şekil 1 kullanılarak ortalama serbest yol sonundaki etkileşme noktasının bulunuşu verilebilir.

Ek 1’de de bahsedildiği gibi kaynaktan çıkan fotonun kafaya girişi üç temel parametre (, (, ve OA uzaklığına bağlı olduğundan  A noktasının bileşenleri kartezyen koordinatlarda  rasgele örnekleme yapılarak aşağıdaki gibi bulunmuştu. 

X=K(q1-1/2)                                                                                                                   (2)

Y=N(q2-1/2)                                                                                                                   (3)                                                                                                                                                                                                  

Z=(OA (cos(                                                                                                                  (4)

Fotonun serbestyol sonundaki etkileşme noktası B’nin koordinatları 1 ifadesindeki dönüşüm matrisinde n=1 için x2 = 0,  y2 = 0 ve z2= |AB| değerleri yerine konarak bulunur. Çünkü foton B noktasına giderken yanal bileşenleri yoktur ve serbest yolu sadece geliş doğrultusunda (z) alır. Matris çarpımı yapıldında B noktasının küresel koordinatlardaki bileşenleri,

x1=(AB (sin(cos(                                                                                                        (2)

y1=(AB (sin(sin(                                                                                                         (3)

z1=(AB (cos(                                                                                                                (4)

ile verilir. Fotonun serbst yol sonunda gelmiş olduğu B noktasının labaratuar koordinat sistemindeki bileşenleri ise x1,y1,z1’in giriş noktası (A) koordinatlarıyla toplanmasından elde edilir.

x’= X+ x1                                                                                                                        (5)                                                                                

y’= Y+ y1                                                                                                                             (6)                                                                                

z’= Z+ z1                                                                                                                              (7)   

Aynı mantıkla diğer etkileşme noktaları da bulunur. Burada dikkat edilmesi gereken her noktanın bulunmasında bir önceki noktanın küresel bileşenleri 1 ifadesinin sağ tarafana konarak matris çarpımının yapılıp, bulunan sonucun yine bir önceki etkileşme noktasının kartezyen bileşenleri ile toplanmasıdır. 
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