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KONU 1

LINEER OLMAYAN DENKLEMLERIN
KOKLERININ BULUNMASI

Fen ve miihendislikte y=f(x) seklindeki bir denklemin koklerinin bulunmasiyla ilgili bir ¢ok
uygulama vardir. Gergel koklerin bulunmasi icin tekrarlamali yapidaki yontemler
kullanilacaktir. Ornek bir denklem y=x3-x2-4x+4 olarak yazilabilir. Burada uygulanacak
yontemler, sirasiyla Grafiksel Yontem, Arama Yontemi, Ikili Arama Yéntemi, Kiris Yontemi,
Newton-Raphson Yontemi ve Sekant Yontemidir. Bu yontemlerin fizikteki uygulama alanlarina
ornek, elektrostatik problemleri, hidrolik problemleri, vb. verilebilir. Boltimiin sonunda 6rnek
problemler yer almaktadir.

Grafiksel Yontem

Bir denklemin kokleri, y=f(x)=0 bicimindeki denklemi saglayan x degerleridir. Grafiksel
yontemde bir denklemin kokleri, y=f(x) fonksiyonunun x eksenini kesen yerdeki x degerleri
olarak bulunabilir. Ornek olarak, y=f(x)=x3-x2-4x+4 denklemini ele alalim. Burada grafik ¢izmek
icin Gnuplot programi (Williams, 1986) kullanulabilir. Program calistirildiktan sonra agilan
pencerede

gnuplot> set xlabel “x” _|
gnuplot> set ylabel “y”

gnuplot> plot x**3-x**2-4*x+4 _|

yazilir. Burada J isareti bilgisayar klavyesinde Enter veya Return tusunun simgesidir.
Fonksiyonun grafigi standart x smirlar1 (-10:10) araliginda goriinttilenir, Sekil 1.1.
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Sekil 1.1 y=x3-x2-4x+4 fonksiyonunun grafigi

Buradan kokleri bulmak biraz zor goriinmektedir, fakat fonksiyonun x eksenini kesim yerleri
tahmin edilebilir. Daha iyi bir tahmin igin x ekseni veya y ekseni sinirlandirilabilir. Ayrica sablon
cizgileri de cizdirilirse daha kolaylik olacaktir. Bunun icin 6rnegin, eksen isimleri, x bolge
sinirlamasi ve sablon gizgileri asagidaki gibi yapilabilir.

gnuplot> set xrange [-3:3] .|
gnuplot> set grid .|

gnuplot> replot J
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Sekil 1.2 -3 <x <3 araliginda y=x3-x2-4x+4 fonksiyonunun grafigi

Sekil 1.2’den denklemin ti¢ gercel kokuniin x=-2, x=1 ve x=2 de oldugu goriiliir. Bu x degerleri
f(x)=0 denklemini saglarlar.

Benzer sekilde f(x)=cos(x)-2sin(2x) fonksiyonunun -4 ile 4 arasindaki koklerini bulabiliriz.

gnuplot> set xrange [-4:4]

gnuplot> plot cos(x)-2*sin(2*x) J

|~ cos(x)-2"sin(2*x) ——

Sekil 1.3 y=cos(x)-2sin(2x) fonksiyonunun grafigi

Sekil 1.3'den goruldugii gibi, burada kokler x'in tamsay1 degerleri degildir o nedenle daha
ayrintili grafik ¢izmek gerekebilir. Yine bir tahminle koklerin bu aralikta (-4:4) 5 tane oldugunu
ve bunlarin x1, x2, x3, x4, x5 ile gosterildiginde,

X1:
: -2 ile -1 arasinda

X2

X3 .
X4
: 2 ile 3 arasinda

X5

-4 ile -3 arasinda

0 ile 1 arasinda
1 ile 2 arasinda



oldugunu soyleyebiliriz. Burada koklerin sadece birini daha ayrintili bulmak istersek x bolgesini

kok civarina smirlandirmaliyiz. Ornegin, pozitif ilk kokii (x3) bulmaya calisirsak bunun igin
grafik ¢izilmesinde

gnuplot> set xrange [0:1] ./

gnuplot> replot J

yazilabilir. Bunun sonucunda grafik

cos(x)-2*sin(2*x) —
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Sekil 1.4 0 < x <1 araliginda y=cos(x)-2sin(2x) fonksiyonunun grafigi

seklinde olacaktir, buradan x3; kokiiniin 0.2 ile 0.4 arasinda oldugunu sdyleyebiliriz, Sekil 1.4.
Daha ayrintili bir incleme yapmak tizere grafigi 0.2 ile 0.4 arasinda ¢izmek i¢in

gnuplot> set xrange [0.2:0.4]

gnuplot> replot J

yazilir ve Sekil 1.5 elde edilir. Buradan da kokiin 0.25 civarinda oldugunu soyleyebiliriz.
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cos(x)-2*sin(2*x) —

Sekil 1.5 0.2 < x < 0.4 araliginda y=cos(x)-2sin(2x) fonksiyonunun grafigi

Bu kok icin bu grafigin de yeterli duyarlilikta olmadigini goriirtiz. Eger yeteri kadar zaman
harcarsak bu kokii belli bir duyarliliga kadar bulabilme imkanimiz olur. Bu turlii koklerin
bulunmasinda grafik yontemden daha ok sayisal teknikler kullanilmaktadir, ve daha hizl
coztime gidilmektedir.

Bilgisayar programlama dilleri kullanilarak ikinci dereceden bir denklemin kokleri kolaylikla
bulunabilir. Bunun icin yazilmis 6rnek FORTRAN ve C programlar1 asagida verilmistir. Bu
programlarda a, b, ve c katsayilar1 gercel say1 olarak girilmekte, tnce gercel kokiin olup
olmadigina bakilmakta ve gercel degil ise uyar1 verilip program sonlandirilmaktadir. Eger
diskriminant d>0 (d2=b2-4ac) ise koklerin bulunmasma gidilmektedir. Bu programlar
ax2+bx+c=0 denkleminin iki kokiinti (x1, x2) gercel sayr olarak vermektedir. Programlarin
derlenmesi ve caligtirilmast igletim sistemine baglh olarak bazi farkliliklar gosterebilir. Ornegin,
Windows altinda FORTRAN ve C/C++ derleyicileri icin sirasiyla, serbest yazilimlar olan G77,
FORCE 2.0 (Guedes, 1999) ve GCC, Bloodshed Dev-C++ (Laplace, 1989) derleyicileri
kullanilabilir. Fizikte karsimiza her zaman ikinci dereceden denklemler ¢ikmayabilir, ve kokleri
de analitik hesaplanamayabilir. Bu durumda sayisal tekniklere basvurmak gerekmektedir.

Ikinci Dereceden Bir Denklemin Gercel Koklerini Hesaplayan Programlar
a) FORTRAN Programi

real a,b,c,d,x1,x2



b)

write(*,*)”katsayilari girin”
read(*,*) a,b,c
d=b**2-4.*a*c

if(d.1t.0.) then

write(*,*)” gercel kok yok !”
stop

endif
x1=(-b+sqrt(d))/(2.*a)
x2=(-b-sqrt(d))/(2.*a)
write(*,*)” Kokler=",x1,x2

end

C Program

#include<stdio.h>
#include<math.h>

main(){

float a,b,c,d; float x1,x2;
printf("katsayilari girin\n");
scanf("%f, %f, %t" &a,&b,&c);
d=b*b-4.*a*c;

if(d<0.) printf("gercel kok yok '\n");
else{

x1=(-b+sqrt(d))/(2.*a);
x2=(-b-sqrt(d))/ (2.*a);

printf("Kokler=%f,%f\n",x1,x2); } }



Burada kaynak (source) dosyasi fortran derleyicisi (g77) ile derlenip (compile), sonra baglaniyor
(link) ve calistirilabilir (run) dosyasi olusturulur, EK-1. Bu calistirilabilir dosya calistirilir ve
ekranda sonug goriiniir. Istenirse program hem calistirilir hem de ¢ikt1 bilgisi, bulunulan dizinde
baska bir dosyaya yonlendirilebilir. Bu durumda sonug ekrana yazilmaz, olusturulan dosyanin

icindedir.

Arama Yontemi

Bu yontem, yukarida anlatilan grafiksel yontemdeki bolge bolge kok arama seklindeki yontemin
sayisal olarak bilgisayar programlama dillerinden birinin kullanilarak yapilmasi esasina
dayanur.

Arama yonteminde:

* x-ekseni boyunca birkag¢ aralik belirlenir. Bu araliklar o sekilde belirlenir ki bunlar x’in
deger aralig1 icinde olsun ve secilen bolgede tek kokiin bulunmas: icin yeteri kadar
kiictik olsun.

* Fonksiyon her araligin basinda ve sonunda hesaplanir, eger fonksiyonun bir araligin iki
ug noktasindaki degerleri zit isaretli ise fonksiyonun bu aralikta x eksenini kestigi bilinir.
Bu durumda kok bu aralikta olacaktir.

* Eger fonksiyonun isareti araliklarin iki ug¢ noktas: arasinda degisirse denklemin kokiiniin
bulunmasi daha hassas yapilabilir. Bunun icin x ekseni daha alt bolgelere ayrilabilir ve
bir alt bolgeden digerine gegerken cok kiictik adimlar hazirlanabilir.

* Eger fonksiyonun isareti araligin iki u¢ noktasinda degismezse, sonraki araliga gegilir.

Ornegin, fonksiyon f(x)=x3-cos(2x) olsun. Bu denklemin -1 ile 1 arasindaki kokleri ile ilgilenelim.
Bunun icin bu araligi 0.1 adimlarla 20 araliga bolelim. Bu araliklarin ug¢ noktalarmnda
fonksiyonun degerini hesaplayan FORTRAN ve C programlar: asagida verilmistir.

* Arama Yontemi ile flgili Programlar
a) FORTRAN programi

real x,fx
write(*,*)"x  f(x)”

do 10i=1,5



x=(i*1.-3.)/2.
fx=x*x*x-cos(2.*x)
write(*,*)x,fx

10 continue

end

b) C Program

#include<stdio.h>
#include<math.h>
main(){

float x,fx;

printf(“x  f(x)\n”);
for(x=-1,x<=1,x+=0.5){
fx=x*x*x-cos(2.*x);

printf(“ %f %f\n”,x,x); } }

Olusturulan program cikti dosyasi bir metin diizenleyici kullanilarak agilabilir ve igindeki
bilgiler gortilebilir. Sonug asagidaki gibi olacaktir.

X f(x)

1. -0.583853126
-0.5 -0.665302277
0. 1.
0.5 -0.415302277
1. 1.41614687
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Buradan f(x)=0 denkleminin ¢6ztimiinde x=0 da bir kok ve x=0.5 ile x=1 arasinda bir kok
bulunmaktadir. Bu degerin daha iyi belirlenmesi igin x adimlarini1 daha azaltmaliyiz. Ornegin,
adimlar Ax=0.1 olmak tizere x=0.5 ile x=1 araliginda tekrar kok aramak tizere programin dongu
kisimlar1 degistirilebilir. Bu durumda da x=0.6 ile x=0.7 araliginda fonksiyonun isareti
degismektedir. Daha da iyi sonug elde etmek icin x=0.6 ile x=0.7 araligini 10 esit parcaya
bolebiliriz. Bu durumda artim Ax=0.01 araliklarla olacaktir. Bunun sonucunda x’in x=0.64 ile
x=0.65 arasindaki bir degerinde fonksiyonun isaret degistirdigini ve kokiin bu aralikta oldugunu
buluruz. Bu son islemde istenen kok %1 duyarlilikla bulunmustur.

Bu yontemde basta biiyiik araliklar se¢mek birbirine yakin koklerin kaybedilmesine veya
atlanilmasina, ¢ok kiictik araliklar se¢mek de hesaplama bakimindan uzun stireceginden ¢ok iyi
sonuclar elde edilemeyebilir. Ancak basitligi bakimindan yontem, bazi durumlarda tercih
edilebilir.
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