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KONU 2

LINEER OLMAYAN DENKLEMLERIN
KOKLERININ BULUNMASI II

Ikili Arama Yontemi

Bu yontem aralik yarilama veya ikili arama yontemi olarak da bilinir. Yontem x'in iki degeri
X=Xa Ve X=X} ile baglar. Burada f(x) fonksiyonunun bu aralikta stirekli oldugu distintiliir. Eger
fonksiyonun bu noktalarda aldig1 degerler arasinda isaret farki varsa bu durumda x, ile xp
arasinda bir yerde en az bir kdk vardir denir. Bu yontemde denklemin koklerini daha kolay
bulabilmek icin x, ile x, arasi ikiye boltuntr, Sekil 1.6. Bu iki aralikta fonksiyonun isaret
degistirip degistirmedigi arastirilir.

Sekil 1.6 Kok bulmada aralik yarilama yontemi

Burada orta nokta x;,=(x,+xp)/2 olarak tanimlanir, ve f(x,;) de hesaplanir. Eger f(x;) ve f(xu) zit
isaretli ise kok x; ile x;; arasinda olacaktir, diger tiirlii x, ile xp arasinda olacaktir. Boylece kokiin
bulundugu bolge (xp-xs)’dan (xp-xs)/2’ye indirilmis olur. Eger kok sol yari-aralikta ise x;'nin yeni
degeri x, olarak alinir. Ayni islem n kez tekrarlandiginda kokii iceren (xp-x4)/2" uzunluklu bir
aralik elde edilir. Bu arama islemi |f(xu)|<e kosulu saglanincaya kadar devam eder, burada
tolerans ¢ sifira yakin bir degerde alinir. Yakinsaklik testi i¢cin baska bir kosul da |xc-xp | <|xc€1|



olarak tanimlanir. Burada x. iterasyonda o andaki kok degeri, x; ise bir 6nceki kok degeridir, &;
ise istenen tolerans degeridir.

Yontemin Algoritmasi:

1- program baslar

2- x, ve xp baslangig degerleri alinir
3- xm hesaplanr

4- f(xa) *A(xm)>0 ise x;=xn

5- f(xa) *f(xm) <0 ise xp=xm

6- f(xa) *f(xv)=tolerans ise kok x;, dir.

7- program sonlanir

Ornek Problem: f(x)=x3-x2-9x+9=0 denkleminin koklerini ikili arama yontemi ile bulunuz.
Baslangi¢ degerlerini x,=-2 ve x,=1.5 alimiz.

Coziim:
x=-2 de f(x)=15.000

x=1.5 de f(x)=-3.375

Fonksiyonun bu hesaplanan degerleri arasinda isaret farki oldugundan denklemin en az
bir koki verilen x aralig icerisindedir. Orta nokta x,=(-2.0+1.5)/2=-0.25, ve bu noktada
fonksiyon degeri f(x)=11.17185 olur. Incelendiginde f(-0.25) ve f(1.5) zit isaretlerde
oldugu gortilir o zaman kok bu x’lerin arasinda olmalidir. Bu durumda x,=-0.25 ve
xp=1.5 aliriz ve x,=0.625 olur. Bunun gibi birka¢ yinelemeden (iteration) sonra istenen
tolerans degerine ulasilmis olur ve koklerden birinin yaklasik olarak x=0.999999
oldugunu buluruz, bu da kokiin tam degeri x=1"e oldukca yakindir. Burada istenen
koktin bolgesinin tahmini icin grafiksel yontem kullanlabilir. Kokin bulundugu
bolgede fonksiyonun diizgiin davranisl olmasi da yontemin iyi sonug vermesine neden
olur. Fonksiyonun grafigi [0:1.5] araliginda gizildiginde $Sekil 1.7 elde edilir.
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Sekil 1.7 y=f(x)=x3-x2-9x+9 fonksiyonunun 0:1.5 araliginda degisim grafigi

Aralik Yarilama Yontemine Gore Kok Bulan FORTRAN Programi

Asagida verilen fortran programinda girdi olarak f(x) fonksiyonu verilmelidir. Function
f(x) bu girilecek fonksiyonu tanimlar, burada 6rnek olarak f(x)=x3-x2-9x+9 fonksiyonu
verilmistir. f(x)=0 denkleminin koklerinden biri belirli bir aralikta aranacagindan bunun
da ana programda xa ve xb olarak girilmesi gerekmektedir. Kokleri hangi duyarlilikta
bulacag1 programa tolerans (tol) olarak verilebilir.

* FORTRAN programi

program Arama2

xa=0.

xb=1.5

tol=1.E-06

dx=xb-xa

do while(abs(dx).gt.tol)
xm=(xa+xb)/2.
if(f(xa)*f(xm).1t.0.) then
xb=xm

dx=xb-xa

else

Xa=xm

dx=xb-xa

endif

enddo

print*, " x=",xm," dx=",dx
end

function f(x)
f=x*x*x-x*x-9.%x+9.



return
end

Programi derleyip calistirdiktan sonra elde edilecek sonug x=0.999999 dir. Bu da x=1"de
bir kokiin oldugunu gostermektedir.

Bu yontemde de basta biiyiik araliklar se¢cmek birbirine yakin koklerin kaybedilmesine neden
olabilir. Grafiksel olarak kokiin bulundugu bolge tahmin edildikten sonra bu yontemin
uygulanmasi daha uygun olacaktur.

Kiris Yontemi

Bu yontem ikili arama yonteminin biraz degistirilmis seklidir. Burada (xa, xp) araligini ikiye
bolip orta nokta kullanmak yerine, [xa,f(xa)] noktasindan [xv,f(xp)] noktasma bir dogru cizilir, bu
dogrunun x-eksenini kestigi yer kokiin yeni tahmini olur. Bu tahmin x; ile gosterilirse

X, = x, + () L)

J(x) = f(x,)
elde edilir. Bundan sonrasi ikili arama yonteminin aynisidir. Bu yontem ¢ncekinden daha hizl
yakinsamaktadir. Yakinsama testi olarak |f(x;)|<e veya |xc-xp|<|xre1| bagmtisi kullanilabilir.
Burada x. ve xp sirasiyla, kokiin o an hesaplanan degeri ve onceki adimda hesaplanan
degerleridir. Burada tolerans €; olarak alinmaktadir.

Sekil 1.8 Kiris yonteminde kok bulma

* FORTRAN programi

program Kiris_Yontemi



a=-4.

b=0.

tol=1.E-06

call kiris(a,b,x,tol)
print*, "Kok=",x

end

subroutine kiris(xa,xb,xr,tol)
xe=xa

iter=0

itermax=50

do while(iter.It.itermax)
xy=xa+(xb-xa)*f(xa)/ (f(xa)-f(xb))
iter=iter+1

XI=XY
if(abs(xy-xe).lt.abs(xy*tol)) return
if(f(xa)*f(xy).1t.0.) then

xb=xy

else

Xa=xy

Xe=xy

endif

enddo

return

end

function f(x)



f=x*x*x-x*x-9.*x+9.
return

end

Ana program ve iki alt programdan (subroutine ve function) olusan bu program calistirildiginda
x=-4 ile x=0 arasmnda f(x)=0 denkleminin ¢6ziimini bulmaktadir. Sonug¢ tol ile verilen
duyarlilikta x=-3 olarak bulunur.

Newton-Raphson Yontemi

Newton-Raphson yontemi, en ¢ok kullanilan kok bulma yontemlerden biridir. Burada basta x;
tahmini yapilir daha sonra bu noktada egriye teget cizilir bu tegetin x-eksenini kesme noktasi
belirlenir. Bu nokta ise ikinci tahmindir. Birinci tahmin bilindiginde, ikinci tahmin

S(x)

X, =X,
S'(x))

ile bulunur. Bu bagint1 tekrarlanma bagintis1 seklinde kullanilarak gercek kok hesaplanmasinda
iyi bir yaklasiklik elde edilebilir.
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Sekil 1.9 Newton-Raphson yonteminde kok bulma

Newton-Raphson yonteminin ¢ok kabul gormesinin nedeni kok bulmada ¢ok hizh
yakinsamasidir. Yakinsaklik testi

| fixmen) | <e
veya

| Xn+1-Xn | < | Xn+1 €1

kosullarina dayanmaktadir. Burada €1=1%-5% arasinda olabilir. Onceki 6rnekteki denklem igin
bu yontemde tictincii tekrarlamadan sonra dogru sonuca ulasilabilir.

Newton-Raphson Yontemine Gore Kok Bulan FORTRAN Programi

Burada ¢6ztimii bulunacak denklemi f(x)=e*Inx-x2=0 olarak alalim. Bu denklemin x=1
civarindaki kokiinti bulalim. Kokler 10-¢ mertebesindeki bir duyarliliga kadar dogru bir
sekilde bulunabilir. Ana program ve alt programlar ayri ayri1 derlenip sonra bir tek
calistirilabilir dosya olacak sekilde baglanabilir. Bunun icin Linux isletim sisteminde
makefile, Windows isletim sisteminde de .bat uzantili toplu is dosyalar1 yazilabilir,
EK-1.2.

* FORTRAN program

Program Newton_Raphson
a=1.

tol=1.e-06



call newton(a,x,tol)
write(*,20)x

20. format(F10.6)
end

subroutine newton(a,x,tol)
x0=a

x1=x0

do 10 while (abs(f(x1)).gt.tol)
x1=x0-£(x0)/ df(x0)

x0=x1

x=x0

10. enddo
return

end

function f(x)
f=exp(x)*alog(x)-x*x
return

end

function df(x)
df=exp(x)*(alog(x)+1./x)-2.*x
return

end

Program calistirildiktan sonra ekranda x=1.694601 kok degeri elde edilir.

Newton-Raphson yontemi ¢cogu durumda verimli bir sekilde kullanilabilir. Ancak bazi
durumlarda denklemin ¢dztimiinii bulmak zorlasir. Boyle durumlara ¢rnekler: ¢ok kok
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olmast durumu, fonksiyonun sekli geregi bir yansima noktasinin (f’(x)=0) bulunmas,
bir maksimum veya minimum etrafinda salinim, sifir egimin (f'(x)=0) bulundugu bolge
durumu. Bu durumlardan kurtulmanimn yolu, genellikle kdkiin bulundugu boélgenin
grafik yontemi ile belirlenmesi ve baslangi¢ tahmin degerinin degistirilmesidir.

Sekant Yontemi

Bu yontem Newton-Raphson yonteminde goriilen bir probleme yaklasiklikla ¢oztim
getirmektedir. f(x) fonksiyonunun tiirevini hesaplamada iki ardisik islevsel yaklasiklik
kullanilmistir. Dogrunun x, noktasinda egimi

ACHRPACHD,

n n-1

Egim = /'(x,) =

ile verilir. Sonraki noktanin yeri

xS (x)-x, f(x,)

X +1
' J) = f(x,0)

ile bulunabilir. Sekant yonteminde basta iki kok tahmini ile baslanir (xo ve x1), x2 ise
interpolasyon ile bulunur. Ornek fonksiyon f{x)=e*Inx-x2 alalim ve x=1 ile x=2 arasindaki kokiinii
bulalim. Bunun i¢in yazilabilecek bir FORTRAN programi asagida verilmistir.

* FORTRAN programi

program Sekant_Yontemi
a=1.

b=2.0

dx=(b-a)/10.

x0=(a+b)/2.

tol=1.e-06

call sekant(tol,x0,dx,istep)

write(*,9) istep,x0,dx
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9 format(I4,2F10.6)

end

subroutine sekant(tol,x0,dx,istep)
istep=0
x1=x0+dx
do 10 while(abs(dx).gt.tol)
d=f(x1)-f(x0)
x2=x1-(x1-x0)*f(x1)/d
x0=x1
x1=x2
dx=x1-x0
istep=istep+1

10 enddo
return

end

function f(x)
f=exp(x)*alog(x)-x*x
return

end

Program calistirildiginda 5 iterasyondan sonra ekranda kok degeri x=1.694601 elde edilir. Sekant
yontemi aralik yarilama yonteminden daha verimli, fakat Newton-Raphson yonteminden daha
az verimlidir. Bunun nedeni birinci mertebe tiirev icin iki noktali formulii kullanmasidir. Bazi
durumlarda fonksiyonun tiirevinin analitik hesaplanmasi zor olabilir bu durumda sekant
yontemi ¢ok kullanish olmaktadir.
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Katli1 Koklerin Bulunmasi

Bir kath kok, fonksiyonun x-eksenine teget oldugu noktaya karsi gelir. Ornegin, bir cift kok
S(o)=(x-3) (x-1) (x-1)=x3-5x2+7x-3=0 denkleminden elde edilebilir, Sekil 1.10.

10

f(x)

o N A~ O ©
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X

Sekil 1.10 1ki esit kok olmast durumu

Grafikten goriuldugt gibi, egri x=1 noktasinda x-eksenine teget hale gelmekte ve kokiin
bulundugu yerde x-eksenini kesmemektedir. Bir baska ornek de, ti¢ kathh kok igin
S(or)=x%-6x3+12x2-10x+3 fonksiyonun grafiginden goriilebilir, Sekil 1.11.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
X

Sekil 1.11 Ug esit kok iceren bir fonksiyonun grafigi
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Sekil 1.11 de gosterilen fonksiyonun kok degerinde x-eksenine teget oldugu, fakat bu durumda
ekseni kestigi gortilmektedir. Genellikle fonksiyonun, tek sayida esit kokii olmast durumunda x-
eksenini keser, ¢ift sayida esit kokii olmasi durumunda ise x-eksenini kesmez.

Cok kath kokler, sayisal yontemler icin bazi zorluklar ¢ikarmaktadir. Karsilasilan problemler ve
¢ozuim yollar1 asagida verilmistir:

* Fonksiyon ¢oklu koklerin bulundugu yerde isaret degistirmeyebilir. Bu durumda daha
glvenilir yontemler uygulanmalidir.

Diger bir problem de hem fonksiyonun hem de fonksiyonun tiirevinin kok degerinde
sifira gitmesidir. Bu problem Newton-Raphson ve Sekant yontemlerini etkilemektedir.
Bu problemden kurtulmak icin f(x) fonksiyonunun daima f(x) fonksiyonundan daha
once sifira gittigi gerceginden faydalanilir, programda fonksiyonun sifira gittigi kontrol
edilerek, hesaplama f'(x) sifira gitmeden sonlandirilir.

Katlh kokler i¢gin, Newton-Raphson ve Sekant yontemleri lineer yakinsaktir. Bunu karesel
yakinsakliga cevirmek icin formulasyonda bir degisiklik yapilir. Yeni bir fonksiyon

u(x) = f(x)/ f(x) tanimlanir, bu fonksiyon da orijinal fonksiyon gibi ayni yerde
koklere sahiptir. Newton-Raphson yonteminin baska bir formu elde edilir:

Jux) o f@)')
w(x) et - e e

X

=xi

i+1

burada ikinci esitligin sag taraf1 elde edilirken u’(x) tiirevi yerine konulmustur.

Lineer Olmayan Denklem Sistemleri

Buraya kadar bir tek denklemin koklerinin bulunmasi ile ilgilenmistik. Bu alt boliimde ise
eszamanli lineer olmayan denklem sisteminin koklerinin bulunmasi ile ilgilenecegiz. Bu
denklem sistemi asagidaki gibi yazilabilir:

Si(x,x,,000,x,) =0
f2(x|’xn’”.’xn) =0

fn(xl’xn’”.’xiz):O

Bu denklem sisteminin ¢oziimii, denklemleri saglayan x degerlerinin bir kiimesinden olusur.
Ornek olarak iki denklemden olusan bir lineer olmayan denklem sistemi diisiinelim:
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u(x,y)=x"+xy-15
v(x,y) = y+3xy2 -38

Burada ¢oztim, u(x,y) ve v(x,y) fonksiyonlarmi sifir yapan x ve y degerleridir. Bu denklem
sisteminin sayisal ¢oztilmesi icin en ¢ok kullanilan iki yontemden bahsedebiliriz. Bunlar, sabit-
nokta iterasyonu ve Newton-Raphson yontemidir.

* Sabit-nokta iterasyonunun kullanilmasi:

2 2
X4y =15=0ey+3xy" =38 =0 yoniem sisteminin baslangic tahminlerini x=1 ve y=1 alarak

koklerini bulalim. Oncelikle denklemleri * = V12 =% g ¥=v(38=0)/3x 00 yeniden

yazalim. Burada esitliklerin sag taraflarinda x ve y icin verilen ilk degerleri kullanarak, esitliklerin
sol taraflarindaki yeni x ve y degerlerini bulalim. Her iterasyonda yeni deg@erler bulmak igin bir
Oncekileri kullanirsak bir kag iterasyonda kékler icin dogru ¢ézime ulagmis oluruz. Bu iglemler
serisinin FORTRAN programi agagida verilmigtir.

* FORTRAN program

Program Sabit_Nokta_Iterasyon
x=1.

y=1.

iter=0

do i=1,10

x=sqrt(15.-x*y)

y=sqrt((38.-y)/ (3.))

iter=iter+1

write(*,*)"Iter.=" iter," Kokler=",x,y
enddo

end
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Program calistirilldiginda 8 iterasyondan sonra gercek degerlere ulasilmaktadir, ve denklem
sisteminin kokleri x=3 ve y=2 olarak bulunmaktadir. Bu yontemin yakinsaklig:

u
dy

v

dy

a_u
ox

@
ox

+ <1

<1
ve

kosullari ile saglanir. Bu kosullar lineer olmayan denklem sistemlerinin ¢6ziimiinde ¢ok sinirh
bir kullanima sahiptir. Ancak lineer denklem sistemlerinin ¢oztimiinde kullanilmasi ¢ok faydali
olabilir.

iterasyon X y
1 3.7416575 1.81554997
2 2.8647573 2.0519011
3 3.02023196 1.99185252
4 2.99735618 2.00110817
5 3.00032759 1.99986005
6 2.9999609 2.00001693
7 3.00000453 1.99999797
8 2.99999952 2.00000024
9 3. 2.

10 3. 2.

* Newton-Raphson yonteminin kullanilmasa:

Bulunmak istenen kokiin, verilen baslangic tahminine (x;) uygun olarak bulunan xi+1 noktasi,
egimin x-eksenini kestigi yerdeki noktadir. Burada tek denklemli Newton-Raphson ydntemini
genisleterek, cok degiskenli Taylor serisi agilimindan da faydalanarak lineer olmayan denklem
sistemlerinin ¢oziimlerini bulabiliriz. Tki degiskenli lineer olmayan denklem sitemi igin birinci-
mertebe Taylor serisi
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ou. ou.
ui+1=ui+(xi+1_xi) l+(yi+1_yi) l
dx d

v, v,
vi+1=vi+(xi+1_xi) l+(yi+1_yi) :
0x ady

olarak yazilabilir. Burada x ve y kokleri, ui+1 ve vi+1 “in sifir oldugu degerlerdir. Bunun igin
denklemler yeniden diizenlenerek xi+1 ve yi+1 igin ¢oziiliirse

v, ou,
Yoy Ty
- _ Y

T v, u o,
ox dy dy ox

ou, v,

o Toxlox
T T G v, aw, o,
ox dy dy ox

elde edilir. Bu denklemler Newton-Raphson yonteminin iki denklem bicimidir. Bu denklemlerin
paydasi sistemin Jacobian determinantidir. Bu yontemle denklem sisteminin kokleri yine
iterasyon teknigi kullanilarak bulunabilir.

Iy — 2 — ] 2 — . . . 0 .
Ornek denklem sistemi “(X:2) = X"+ =15 o v(x,y) =y +3xy" = 38,04 pagjangic tahminlerini
x=1 ve y=1 alarak koklerini bulahm. Oncelikle fonksiyonlarin tlrevlerini hesaplayalim:

9 9 9 9
M ooxry=3; Hoxo1; Zo3yr=3; Dotseny=7
0x ady dx ady

Jacobian determinantinin degerini 18 olarak hesaplariz. Buradan fonksiyonlarin baslangic
degerleri u(1,2)=-13 ve v(1,2)=-34 dir. Bu hesaplanan degerler Newton-Raphson ytnteminin iki-
denklem bigiminde yerine konulursa x=4.2 ve y=4.5 elde edilir. Bu sonuglar gercek degerlerden
(x,y)=(3,2) biraz uzaktir. Ikinci iterasyonda x=2.9 ve y=3.2 elde edilir. Bu hesaplama istenen bir
duyarlilik elde edilinceye kadar tekrarlanabilir. Bu problemin ¢oziimi ile ilgili FORTRAN
programi asagida verilmistir.
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* FORTRAN program

Program N_R_1

x=2.

y=3.

iter=0

open(l,file="N_R1.txt")

do i=1,10

call fonk(x,y,u,v,dudx,dudy,dvdx,dvdy)
xjd=dudx*dvdy-dudy*dvdx
x=x-(u*dvdy-v*dudy)/xjd
y=y-(v*dudx-u*dvdx)/xjd
iter=iter+1

write(1,*)"Iter.=",iter," Kokler=",x,y
write(*,*)"Iter.=" iter," Kokler=",x,y
enddo

end

subroutine fonk(x,y,u,v,dudx,dudy,dvdx,dvdy)
u=x**2+x*y-15.

v=y+3. 5 x*y**2-38.

dudx=2.*x+y

dudy=x

dvdx=3.*y**2

dvdy=1.+6.*x*y

return
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end

Program calistirildiginda verilen denklem sisteminin koklerini asagidaki gibi iterasyona bagh
olarak buluruz.

fterasyon X Y

1 4.16666651 4.5

2 2.93557215 3.22317481
3 2.90921521 2.25364256
4 2.99519849 2.00823355
5 3.00000405 1.99999118
6 3. 2

7 3. 2

Burada elde edilen sonuglara gore, verilen iki-denklem sisteminde Newton-Raphson yontemi,
sabit-nokta iterasyonuna gore daha hizli yakinsamaktadir. Baslangic degerleri de fiziksel
sistemin Ozelliklerine gore tahmin edilebilir.

Iki-denklemli sistemin c¢oziim yontemleri n-denklemli sisteme genisletilebilir. Bu durumda
eszamanli denklem sistemi ¢oztimii, matris cebiri igeren yontemlerle cok daha verimli olarak

yapilabilir.

Fizikte Uygulamalar

Ornek 1: Siyah cisim, iizerine diisen her dalga boyundaki 1stmay1 soguran bir cisim olarak
tanimlanabilir. Bu olay1 anlamak igin i¢i bos bir kiirenin i¢ ytizeyi siyahla kapl oldugunu ve
kiirenin tizerinde de kiigiik bir delik oldugunu dustinelim. Bu delikten iceriye giren 1sinimin bir
daha disar1 ¢ikamadigimi kabul ediyoruz. Siyah yiizey tarafindan sogrulan isimim cisim ile
etkilesip sonunda bir 1sisal denge kuruldugunda, siyah cismin yaptig1 1simanin spektrumu
deneysel olarak olctilebilir. Bu 1s1manin birim ytizeye diisen 1s1ma giicti dP=p(A,T)dA ile verilir.
Burada p(AT), dalgaboyu A ile A+dA arasinda olan 1s1ma giicti yogunlugudur. Deneysel olarak
gozlenen bu yogunluk egrisi Sekil 1.12 de gosterilmistir. Siyah cisim 1s1masinin gozlenen bu
spektrumu klasik fizik yasalari ile tam olarak agiklanamamistir. 1900 yilinda Max Planck,
1simanin kuantum yapisini (atomlarin 1s1ma yoluyla enerji alis verisleri stirekli degil, kesikli
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spektrumlar yoluyla gergeklesir) ongoren bir varsayimla, bu egriyi tam olarak acikladi. Bu
formulasyon, kisa dalgaboyu bolgesinde gegerli olan Wien formulu (1893) ile uzun dalgaboyu
bolgesinde gegerli olan Rayleigh-Jeans (1900) yasasin birlestirdi. Planck dagiliminin bazi

ozellikleri sunlardar:

600 ,
T=5000K ——
500 T=3000 K -~ ]
« 400
g /
E 300
p" /
<
5 200 /
100 /
0 e
0 0.5 1 15 2
Mx10m)

Sekil 1.12 Siyah cisim 1s1masinda 1s1ma giictiniin dalgaboyuna gore degisimi

(i) toplam 1s1ma enerjisi a bir sabit olmak tizere aT* ile verilir, Stefan-Boltzman bagntisi,
(ii) enerji yogunlugunun maksimum oldugu bir dalgaboyu ile denge sicaklig1 arasinda, b
bir sabit olmak tizere, AnT=b bagintis1 vardir, Wien kayma yasasi.

Bu 6rnekte Wien kayma yasasini sayisal olarak saglamak i¢in Planck formiiltini

8hc 1
p(h)= NS MM _

1

bir boyutsuz degisken cinsinden yazalim ve bu nicelige gore tiirevini alip sifira esitleyelim.
Boyutsuz degiskeni x=hc/AKT alirsak, p(x) ve tiirevi
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5
X

p(x)=A—
e -1
dp(x) 4 S5x*(e" -1 -x’e" B
dx (e* -1)’

=(5-x)-5"=0

seklinde yazilabilir. Bu denklemin analitik ¢6ztimii olmadigindan, sayisal yontemlerden sekant
yontemini uygulayan bir program yaziniz, denklemin kokiinti bulunuz ve Wien kayma yasasini
sayisal olarak elde ediniz.

Coziim 1: Verilen denklemin ¢dztimiinden xm ve daha sonra Ay bulunabilir. Burada f(x)=(5-x)-5e-
* fonksiyonu incelendiginde ilk terimin x>3 icin negatif oldugunu {istel terimin de daima 3’den
kiictik oldugunu goriirtiz, Sekil 1.13. Burada x=0 degeri denklemi saglar fakat fiziksel degildir.
Buna gore [1:6] araliginda kok aranabilir. Probleme sayisal yontemlerden sekant yontemini
uygulayalim, bu durumda ilgili FORTRAN programi asagida verilmistir.

2.5

15}
X 05/

-0.5¢

-1.5

Sekil 1.13 f(x)=(5-x)-5e fonksiyonunun grafigi

* FORTRAN programi

program S_Y_2

data h,c,bk/6.626E-34,2.998E+08,1.381E-23/
21



10

a=1.

b=6.0

dx=(b-a)/10.

x0=(a+b)/2.

tol=1.e-06

istep=0

call sekant(tol,x0,dx,istep)
sabit=h*c/ (bk*x0)
write(*,9)istep,x0,sabit
format(14,2F10.6)

end

subroutine sekant(tol,x0,dx,istep)
x1=x0+dx
do 10 while(abs(dx).gt.tol)
d=f(x1)-f(x0)
x2=x1-(x1-x0)*f(x1)/d
x0=x1
x1=x2
dx=x1-x0
istep=istep+1

enddo
return

end

real function f(x)
f=5.-x-5.*exp(-x)
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return

end

Programda Planck sabiti h=6.626x10-3* Js, 1s1tk hiz1 ¢=2.998x108 m/s ve Boltzmann sabiti
k=1.381x10-2 J /K olarak girilmistir, (Eidelman et al., 2004). Program calistirildiginda kok degeri
*m=4.965114 ve sabit degeri b=0.002897 mK bulunur. Bu sonuglardan da Wien yasasmi
(MnT=b=hc/kxm) sayisal olarak elde etmis olduk. Buradan da sicaklignt T=5000 K alirsak
maksimum dalgaboyunu An=0.5794 um olarak buluruz. Goruiniir 15181 dalga boyu 0.4-0.8 um
arasimndadr.

Ornek 2: Parasiit problemi. Kiitlesi 60 kg olan bir parasiit¢ii havada durgun halde iken
balondan asag atliyor. Parasiitii agmadan t=10 s sonra diistiikten sonra hizi 40 m/s oluyor,
parasiit¢ti icin stirtinme katsayisini grafik yontemi ve Newton-Raphson yontemi ile
hesaplaymiz.

Coziim 2: M kiitleli bir parastit¢ii diismeye basladiginda {izerine iki kuvvet etki eder. Asag:
dogru yer ¢ekimi kuvveti (FA=Mg) ve yukar1 dogru hava stirtiinme kuvveti (Fy=-cv). Burada
g~10 m/s? yer g¢ekim ivmesi, c siirtinme katsayis1 ve v de parasiit¢iniin diisey hizidir.
Newton’un ikinci yasasina gore hareket denklemi

ile verilir. Parastitctiniin baslangicta (=0 aninda) durgun (v=0) oldugunu distiniirsek bu
denklemin analitik ¢oziimii

v(t) = ﬂ(1 —e™ M)
c

—ct/M
olarak elde edilir. Burada ivme ()= g€ bulunur. Sayisal degerler yerine konursa

f(c)=40-600(1-e</¢) /c=0 denklemine ulasilir. Bu fonksiyonun grafigi ¢izdirildiginde Sekil 1.14,
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10 12 14 16 18 20
C

Sekil 1.14 f(c)=40-600(1-e</¢) /c fonksiyonunun grafigi

istenen kok degerinin 12 ile 14 arasinda oldugu gorilur. Bu denklem sayisal yontemlerle de
coziilebilir. Newton-Raphson yontemini uygulayabilmek icin bu fonksiyonun tiirevine de
ihtiya¢ duyulmaktadir, bunun i¢in f (c)=600/c2-(100/c)(6/c-1)e</¢ olarak hesaplanir.

* FORTRAN program

Program Parasut
a=1.

tol=1.e-06

call newton(a,c,tol)

write(*,*) 7 c=",c

end

subroutine newton(a,x,tol)
x0=a

x1=x0

do 10 while (abs(f(x1)).gt.tol)

x1=x0-£(x0)/ df(x0)
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10. enddo
return

end

function f(x)
£=40.-600.%(1.-exp(-x/ 6))/x
return

end

function df(x)
df=600./x**2-100./x*(6./x-1.)*exp(-x/6.)
return

end
Program calistirildiktan sonra kok degeri ¢=13.3896713 olarak bulunur.

Ornek 3: iki boyutlu kiitle-yay sistemi Sekil 1.15 de gosterilmistir. Potansiyel enerji

1 (/— 1 (/—
V(x,y)=§kl x2+y2—ll)+§k2 (x—d)2+y2—lz)—mgy

ile verilir. Burada k1 ve k> yay sabitleri; 1 ve [ yaylarin serbest D —
uzunluklary; m cismin kiitlesi ve ¢ cekim ivmesidir. Statik denge X
durumunda F=-VV=0 dir, bu durumda x ve y konumlarmni bulmak | ko
icin Newton-Raphson yontemini kullanan bir program yaziniz.
Bilinenler k=3k1=30 N/m ; [1=[,=0.1 m; d=0.1 m; m=0.1 kg; ¢=9.81 |y m /
s2.

Sekil 1.15 Kitle-yaylar sistemi
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Coziim 3: Statik denge durumu i¢in F=-VV=0 saglanmalidir. Problemde k>>k1 oldugundan Sekil
1.15'deki diizenlenimde fiziksel olarak x ve y degerlerinin pozitif olmasini bekleriz.

k 2 2_1 k —d 2 2_[ _d
ﬂ=u= lk'x +ty 1)+ 2Q(x ) +y -1, x-d)
ox /x2+y2 m

v _ _k x2+y2-11)+k2(/(x-d)2+y2_12)_mg
o x4y (x-d)’ +)7

Burada u ve v fonksiyonlarinin sifir degerlerini aldig1 x ve y degerlerini bulmak istedigimizden
bu fonksiyonlarin 3-boyutlu grafiklerini ¢izebiliriz, Sekil 1.16.

Sekil 1.16. u(x,y) ve v(x,y) fonksiyonlarinin 3-boyutlu grafikleri

Bu grafiklerden gorildugt gibi kok degerleri 0.1 civarinda olmalidir. Newton-Raphson
yontemini kullanmak i¢in u ve v nin tiirevleri hesaplanirsa,
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6_u= , ((x2 +y2)3/2 _Ilyz )+ kz(((x—d)z +y2)3/2 _lzyz)

ox (x> +y?)*? (G-d) +y)"
Y—dk,l, + L, (2 + 22 4k (e —d)? +y2)3/2))
7 = 22 (x2 +y2)3/2
¥ (x=d) +y*)"?
dk.1 )C(kzlz(xz +y2)3/2 +kll| (()C—d)z +y2)3/2)
y(=dk,l, + 2 h(lx :
Fl (x"+y°)
- (x=d)* +y*)*"?
v _ k, ((x2 + 927 -1y )+ k, (((x_d)z R Ld? 2d12x—12x2)
ay (x> +y?)*? eI

elde edilir. Bu ifadeler yontemin formullerinde yerine yazilirsa x ve y ¢oztimleri elde edilir. Bu
problem i¢cin FORTRAN alt programi asagida verilmistir. Burada gerekli ana program onceki
bolimde verilmistir.

* FORTRAN alt programi

subroutine fonk(x,y,u,v,dudx,dudy,dvdx,dvdy)
xm=0.1

xg=9.81

xd=0.1

x11=0.1

x12=0.1

xk1=10.

xk2=30.

Xy=x**2+y**2

xdy=(x-xd)**2+y**2
u=(xk1*(sqrt(xy)-x11)*x/sqrt(xy)
. +xk2*(sqrt(xdy)-x12)*(x-xd)/ sqrt(xdy))

v=(xk1*(sqrt(xy)-x11)*y/sqrt(xy)
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. +xk2*(sqrt(xdy)-x12)*y /sqrt(xdy)-xm*xg)
dudx=xk1*(xy*sqrt(xy)-x11*y**2) / (xy*sqrt(xy))+
xk2*(xdy*sqrt(xdy)-x12*y**2) / (xdy*sqrt(xdy))
dudy=y*(-xd*xk2*x12+(x*(xk2*x12*xy*sqrt(xy))+
xk1*x11*xdy*sqrt(xdy))/ (xy*sqrt(xy)))
/ (xdy*sqrt(xdy))
dvdx=dudy
dvdy= xk1*(xy*sqrt(xy)-xI1*x**2) / (xy*sqrt(xy))+
. xk2*(xdy*sqrt(xdy)-xI12*xd**2
A2 5%xd*x12*x-x12*x**2) / (xdy*sqrt(xdy))
return

end

Problemin saliimli dogasi geregi, program calistirildiktan sonra ancak 60 iterasyonda x=
0.0676503 m ve y=0.118597 m sabit degerleri elde edilmektedir. Bu sonuglar baslangic degerleri
x=y=0.1 m ile elde edilmistir. Baska degerler ile baslarsak daha farkl iterasyon degerlerinde
yine bu sonuglari elde edebiliriz

OZET

Lineer olmayan bir denklemin kokleri: f(x)=0 denklemi ¢oziilerek x degerleri bulunur. Bu
uygulamanin grafiksel anlatim1 asagidaki sekilde verilmistir.
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