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KONU 7

SAYISAL INTEGRAL HESAPLARI I

Integrallerin hesaplanmasini gerektiren problemler ile fen ve miihendisligin hemen her dalinda
karsilasilir. Cok karmasik terim igeren ifadelerin analitik integrallerinin hesaplanmasi ¢ok
zordur. Integrali alinacak ifadeler her zaman analitik terimler olmaz bunlar deney verileri de
olabilir. Boyle durumlarda sayisal integrallerin hesaplanmasi gerekmektedir. Ornek olarak,

I=f fea .
@ integralinin hesaplanmasi istenebilir. Burada kullanilacak yontemler, Trapez
Kurali, Simpson Kurali, Gauss Quadrature Yontemi, Monte Carlo Yontemi, vb. yontemlerdir.

Bir f(x) fonksiyonu alalim ve bu fonksiyonun x=a ile x=b arasinda integralini hesaplamak
isteyelim. Bu ifade

I= f f(x)dx

ile verilir. Integralin geometrik anlami, x=a ve x=b smirlar1 arasindaki bolgede verilen f(x)
egrisinin altinda kalan alandir, Sekil 4.1.

Sekil 4.1 Integralin geometrik temsili



Bu sekilde x=a ve x=b smirlar1 arasinda f(x) fonksiyonu altinda kalan alan asagidaki gibi
hesaplanabilir. Oncelikle 4, b arali1 daha alt araliklara bsliiniir bu alt bolmelerin alan1 (yaklagik
dikdortgen sekilli) hesaplanir ve bunlar toplanmak suretiyle toplam alan yaklasik olarak
hesaplanir. Alt bolmelerin alani a; ile gosterilirse ve bunlardan n tane varsa toplam alan

ile verilir. Eger fonksiyon azalan ise dikdortgenin alani alt bolmelerin alanindan daha biiytik
olacaktir, fonksiyon artan ise dikdortgenin alani alt bolmelerin alanindan daha kiictik olacaktur.
Cok sayida alt bolme aldigimizda her bir bolmedeki hata kiiciik olacaktir. Bundan baska eger
fonksiyon salinimli ise hatalar birbirini yok edebilir. Bu yaklasimla, orijinal fonksiyon f(x) yerine
cesitli alt bolmeleri birlestiren yatay cizgileri altyoruz, Sekil 4.2.
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Sekil 4.2 Bir integralin dikdortgenler kullanilarak yaklasik olarak ifade edilmesi

Sayisal integrallemede ¢ok kullamilan yontem orijinal fonksiyon f(x) yerine, interpolasyon
fonksiyonu da denilen integrali kolayca hesaplanabilen baska bir fonksiyon g(x) yerlestirmektir.
Bu fonksiyon, bir dogru, parabol veya siniis ve kosintis gibi fonksiyonlar seklinde bir polinom
olabilir. Genellikle, interpolasyon fonksiyonu n. mertebeden bir polinom seklinde yazilabilir.

2 -1
gx)=a,+ax+a,x" +--+a, x"" +a,x"
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Sayisal integrallemenin sonucunun dogrulugu bu yeni fonksiyonun orijinal fonksiyonu ne
kadar iyi temsil ettigine bagldir. Fonksiyonun hesaplandigi x; noktalar1 nodlar olarak
adlandirilir. Sayisal integrallemeler iki gruba ayrilabilir.

1. Newton-Cotes formulleri: trapez kurali ve Simpson kurali (1/3 ve 3/8 kurallar1). Bu
grupta [a,b] aralif1 genelde esit x; nodlarina bolmelenmistir. Trapez kurali igin esit
olmayan bolmeleme algoritmas1 da mevcuttur.

2. Gauss formulleri: Bu grupta nodlar genelde esit aralikli degil fakat miimkiin olan
maksimum duyarlilik ve verim elde edilecek sekilde bolmelenmistir.

Trapez Kurali

Birinci grupta ve en basit yontemlerden biridir. Trapez kuralinda orijinal fonksiyon, integralin ug
noktalarinda f{a) ve f(b) fonksiyon degerlerini birlestiren diiz bir cizgi ile yaklasik olarak temsil
edilir. Bu [4,b] araliginda diiz ¢izginin altinda kalan alan

1= - QO

ile verilir. Burada [a,b] aralig1 ¢ok sayida alt araliga boltinerek duyarlilik artirilabilir. Eger n esit
araliga bolmeleme yapilmigsa her bir bolmenin ytiksekligi

h=(b—a)

n

olur. Eger xo=a ve xn=b alirsak, integral herbirinin ytiksekligi /1 olan n tane trapezoidin alaninin
toplami olarak ifade edilebilir. O zaman i. trapezoidin alam

a =317+ £ )]

ile verilir, Sekil 4.3.
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Sekil 4.3 Integral hesabi icin trapez kurali

Burada f(xi1) ve f(xi), fonksiyonun sirasiyla xi1 ve x; de hesaplanan degerleridir. Bu durumda
toplam alan

1
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Bu ifade daha kisa bir bicimde asagidaki gibi yazilabilir:

ngf@ﬂﬁﬂmhizf@J

Sayisal integralleme yontemlerinde onemli bir 6zellik de hangi mertebede kesilme hatalarmnin
oldugudur. Bu trapez yonteminde kesme hatasi /> mertebesindedir, O(h3).

Ornek Problem: Trapez kuralim uygulayarak f(x)=xe? egrisi altinda kalan alani, x=0 ve x=1
araliginda hesaplayinz, h=0.1 alimiz.



Coziim: Cizelge 4.1'de x; degerlerine karsilik f(x;) degerleri verilmistir.

Cizelge 4.1 x; degerlerine karsilik f(xi) degerleri

x fx) X fx)

0.0 0.00000 0.6 1.99207
0.1 0.12214 0.7 2.83864
0.2 0.29836 0.8 3.96243
0.3 0.54664 0.9 5.44468
0.4 0.89022 1.0 7.38906
0.5 1.35914

Egrinin altinda kalan alan

0

I zjl{f(oyr SO +2[f(0.1)+ £(0.2) + £(0.3) + f(0.4) + £(0.5)

+ £(0.6)+ £(0.7)+ £(0.8)+ £(0.9) ]
~2.11489

olarak bulunur. Bu integralin analitik hesap sonucu bulunan degeri 1=2.09726 dir, ve sayisal
integralleme oldukca yaklasik bir sonug vermistir. Yukaridaki ¢izelgede verilen degerleri x; ler 1.
stituna ve f(x;)'ler de ikinci stituna gelecek sekilde bir cizelgede toplamak miimkiindiir. Bu
cizelge Windows altinda Excel programinda veya Linux altinda Kspread veya Openoffice Calc
programinda olusturulabilir. Daha sonra satir ve siitunlarla sayisal integralleme islemleri
yapilarak integral sonucu yaklasik olarak hesaplanabilir.

Sayisal integrallemesi yapilacak fonksiyon biliniyorsa, o zaman [4,b] araliginda secilen adim
araligma gore fonksiyon cagrilarak toplam kuralindan integral hesaplanabilir. Asagidaki
program f(x)=10-2.5x+5x2 fonksiyonunu [1:6] araliginda #=10 adim aralig1 ile integre etmektedir.

* FORTRAN program
program trapez

implicit real*8 (a-h,0-z)



a=1.

b=6.
tint=trapf(10,a,b)
write(*,*)tint

end

Function trapf(n,a,b)
implicit real*8 (a-h,0-z)
h=(b-a)/n

x=a

top=f(x)

doi=1n-1

x=x+h
top=top+2.*f(x)
enddo

top=top+f(b)
trapf=(b-a)*top/(2.*n)
return

end

function f(x)

implicit real*8 (a-h,0-z)
£=10.-2.5*x+5.%x**2
return

end

Program calistirildiginda sonug 365.625 olarak bulunmaktadir. Bu da integralin gercek degeri
olan 364.583 degerine biraz yakindir. Adim araligr daha da kiiciiltiilerek belli bir duyarliliga
kadar sonug elde edilebilir.



Trapez kuralina gore esit bolmelenmis verilerin sayisal integrallenmesi icin asagidaki alt
program kullanilabilir:

* FORTRAN altprogrami
function trapv(n,f,h)

dimension f(n)
top=£(0)
doi=1,n-1
top=top+2.*{(i)
enddo
top=top+f(n)
trap=h*top/2.
return

end

Simpson Kurali

Genel olarak cok kullanilan sayisal integralleme formiilti Simpson kuralidir. Trapez kuralina
benzer fakat f(x;) fonksiyonunun degerlerini diiz cizgilerle birlestirmek yerine bir egri (parabol)
kullanilir. Ug noktanin minimumu bir parabol tanimlamas: gerektiginden toplam alan cift
say1ida alt bolmelere ayrilir. Burada onerilen parabol

y=Ax* +Bx+C

seklindedir, ve iki bolmeye kars1 gelen ti¢ noktadan gecer, Sekil 4.4.



2 | Y=Ax2+Bx+C
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Sekil 4.4 Sayisal integralleme icin Simpson kurali

Burada A, B ve C katsayilar1 parabol ti¢ noktadan gegecek sekilde secilir. [xi1, xi+1] araliginda
parabol altinda kalan alan

j:.iﬂ(sz + Bx+ C)dx = g[f(xlq) + A1)+ [ (x)]

ile verilir. [a,b] araligindaki integrali elde etmek icin bu aralik ¢ift sayida esit parcaya ayrilir, ve
yukaridaki formul ardisik bolme ciftlerine uygulanir. Alt bélmelerin alanlarinin toplanmasiyla
toplam alan bulunur.

jj F(x)dx = f *F(x)dx + f r)dx + e+ f | Sy

Bu ifade asagidaki bigcimde yazilabilir.

1-— J(x)+ f(x, )+4 f(X)+2 f(X)

i= tek i= (,zft
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Ornek: Simpson kuralini uygulayarak f(x)=xe?* egrisi altinda kalan alani, x=0 ve x=1 araliginda
hesaplayiniz, h=0.1 aliniz.

Coziim: Onceki 6rnekte verilen Cizelge 4.1’deki degerleri kullanarak

0

I-= T'l[f(0.0)+ F1.0)+4[£(0.2) + £(0.4) + £(0.6) + £(0.8)]

+2[£(0.1)+ £(0.3)+ £(0.5) + £(0.7)+ £(0.9]]
= 2.09734

Bu sonug, analitik hesap sonucu bulunan degere (1=2.09726) oldukca yakindur.

Simpson kuralmin algoritmasina gore fonksiyon verildiginde sayisal integralleme yapan
function tipli FORTRAN altprogrami asagida verilmistir. Burada f{x) fonksiyonu ayrica bir alt
program olarak yazilmalidir.

* FORTRAN programi
function simpf(n,a,b)

implicit real*8 (a-h,0-z)
h=(b-a)/n

X=a

top=£(x)

doi=1,n-2,2

x=x+th
top=top+4.*f(x)

x=x+h
top=top+2.*f(x)

enddo

x=x+h

11



top=top+4.*f(x)
top=top+f(b)
simpf=(b-a)*top/(3.*n)
return

end

Verilerden integral hesab1 yapabilmek i¢in ana programda bu verilerin girilip altprogramlara
aktarilmas1 gerekmektedir. Bunun bir 6rnegi asagidaki programda verilmistir. Veriler f{0)=0.2,
£(0.16)=1.297, £(0.32)=1.743, f(0.48)=3.186, f(0.64)=3.182, f(0.8)=0.232 seklindedir. Burada x'in
[0:0.8] araliginda verilerden integral alan program asagida verilmistir.

* FORTRAN program
program simpint

implicit real*8 (a-h,0-z)

dimension £(0:5)

data £/0.2d0,1.297d0,1.743d0,3.186d0,3.182d0,0.232d0/
sint=simp(5,0.d0,0.8d0,f)

write(*,*)sint

end

function simp(n,a,b,f)
implicit real*8 (a-h,0-z)
Dimension f(0:n-1)
h=(b-a)/n

top=0.d0

m=n

itek=n/2
tek=n/2.d0-itek

if (tek.gt.0.d0.and.n.gt.1) then
12



top=top+simp38(h,f(n-3),f(n-2),£f(n-1),f(n))
m=n-3

endif

if(m.gt.1) then

top=top+simp13(m,f,h)

endif

simp=top

return

end

function simp13(n,f,h)
implicit real*8 (a-h,0-z)
dimension f(0:n-1)

top=£(0)

doi=1,n-2,2
top=top+4.d0*f(i)+2.d0*f(i+1)
enddo
top=top+4.d0*f(n-1)+£f(n)
simp13=h*top/3.d0

Return

end

function simp38(h,£0,f1,£2,£3)

implicit real*8 (a-h,0-z)
simp38=3.d0*h*(f0+3.d0*(f1+£2)+£3) /8.d0
return

end

13



Program calistirildiginda 1.64506 degeri elde edilmektedir. Burada ilk iki aralik i¢in Simpson 1/3
kurali (degeri ~0.38), son {ii¢ aralik icin de Simpson 3/8 kurali (~1.265) uygulanmaktadir.
Programda kullanilan veriler f(x)=0.2+25x-200x2+675x3-900x4+400x> fonksiyonundan yaklasik
olarak elde edilmistir. Fonksiyonun verilen aralikta dogrudan integrali 1.640533 vermektedir. Bu
yaklasimin yiizde hatast |€|=|(Idog.-Imodel)/ldog. | *100% ile verilir. Burada hata 0.28%
civarindadir.

Verilerin genelde esit aralikli olmadig1, bazilarinin esit aralikli oldugu durumlarda Trapez kurali
ve Simpson kurali birlikte uygulanabilir. Bunun algoritmasina gore yazilmis bir altprogram
asagida verilmistir.

* FORTRAN altprogrami
function trasim(n,xf,tol)

implicit real*8 (a-h,0-z)
dimension x(n+1),f(n)
h=x(1)-x(0)

k=1

top=0.

doj=1n

hf=x(j+1)-x(j)
if(abs(h-hf).1t.tol) then
if(k.eq.3) then
top=top+simp13(h,£(j-3),£(j-2),£(-1))
k=k-1

else

k=k+1

endif

else

if(k.eq.1) then

14



top=top+trap(h,£(j-1),£(j))

else

if(k.eq.2) then
top=top+simp13(h,£(j-2),£(j-1),£(j))
else
top=top+simp38(h,£(j-3),£(j-2),£(j-1),£(j))
endif

k=1

endif

endif

h=hf

enddo

trasim=top

return

end

Yukarida verilen altprogramin algoritmasi oncelikle komsu araliklarin uzunluklarmi kontrol
eder, eger iki ardisik aralik esit uzunlukta ise Simpson 1/3 kurali uygulanir; ardisik ti¢ esit aralik
varsa Simpson 3/8 kurali uygulanir; komsu araliklar esit bolmelenmemisse trapez kurali
uygulanir.

Gauss Quadrature Yontemi

Fonksiyonun hesaplandig1 noktalarin sabitlenmesi ve esit aralik alinmasi sinirlamasi kaldirilirsa
hesaplama algoritmasinin duyarlilii 6nemli ¢lgiide artirilabilir. Bu yontem ilk olarak bilim
adami Carl Fredrich Gauss tarafindan ortaya konuldu. Bu yaklasimi kullanarak yapilan integral
hesaplama teknikleri de Gauss quadrature olarak bilinir. Gauss quadrature formulleri ortagonal
polinomlarin ozelliklerini kullanarak iyi bir duyarlilik saglarlar. Burada x; noktalar1 integral
isleminden maksimum verim elde edilecek sekilde secilmistir. Sinirlar1 x=-1 ile x=1 araliginda
olan belirli bir integral

15



I= [ GO = w0 f (50) + /() + £ () 4w, £ (x,)

ifadesi ile yaklasik hesaplanabilir. Bu ifadede xi'ler fonksiyonun hesaplandig1 noktalar ve wy’ler
ise kars1 gelen agirlik katsayilaridir. Burada temel problem x; degerlerini ve kars1 gelen w; agirlik
fonksiyonlarmi belirlemektir. Gauss quadrature formulleri genellikle -1 ve +1 araligindaki
integraller cinsinden ifade edilirler. Bu formuller miimkiin oldugu kadar yiiksek mertebeli
polinomlara uygulandiginda tam degere cok yakin sonuclar vermelidir. Bu formullerle xo, x3, ...,
xn noktalarinda fonksiyon hesabini gerceklestirmek icin (2n+2) sabit, (n+1) tane x; degeri ve
(n+1) adet w; degeri belirlenmelidir. Genelde N. mertebeden bir polinom N+1 katsayiya sahip
oldugundan, (n+1) noktali Gauss quadrature formiilleri (2n+1) veya daha az mertebeli
polinomlar icin tam olmalidur.

Burada 6zel olarak verilen formuller Legendre polinomlarina dayandig: i¢in Gauss-Legendre
formulleri olarak bilinir. Ik bes adet Legendre polinomu asagida verilmistir.

Py(x)=1
P(x) =x

P9 =5 (2 1)
P = (55 =30

P,(x) = %(35)(4 -30x* -3)

Burada n. mertebeden Legendre polinomlar: Rodriguez formulii ile hesaplanabilir.

1 d"
2"n! dx"

B, (x) (x* =1’

Boylece x; degerleri (n+1). mertebeden Legendre polinomlarmin (Pn+1(x)=0 denklemine uyan)
n+1 kokiidir. Bunlar orijin etrafinda simetrik olarak yer alir ve degerleri -1 ile +1 arasindadur.

16



Iki Noktal1 Gauss-Legendre Quadrature Formulleri

Iki noktali (n=1) Gauss-Legendre quadrature formulii asagidaki gibi yazilabilir.

1= [ FG)dx = v, )+, ()

Burada, xo ve x1 fonksiyonun hesaplanacag: noktalar; wo ve w1 karsi gelen agirlik katsayilaridir.
Bu bilinmeyenler f(x) fonksiyonu ti¢ veya daha az mertebeli bir fonksiyon olmasi durumunda
yukaridaki denklemden belirlenebilir. Bu denklem bir sabite f(x)=1, dogruya f(x)=x, kare f(x)=x2
ve kiibik f(x)=x3 fonksiyonlarina uygulanirsa asagidaki dort denklem elde edilir.

[ e =, f () f () = 2
[ = 5y 0, 3 = 0
szdx = wo f (x) +w, f (x,) =§
Lx3dx = wo [ (x,) +w, £ (x,) = 0

Bu denklem sistemi eszamanli olarak c¢oziilebilir. Boylece ¢oziimler wo=u1=1 ve xo=-1/
V3=-0.57735026..., x1=1/vV3=0.57735026... olarak bulunur. Bu degerler Gauss-Legendre
quadrature formuliinde yerine konulursa

= 1 =1 =41

elde edilir. Bu yaklasim mertebesi 3 veya daha az olan polinomlarin verilen araliktaki
integralleri i¢in dogrudur.

17



Ornek: f(x)=6x3-5x2+3x-2 fonksiyonunun -1 ile +1 araliginda sayisal integralini Gauss quadrature
yontemi ile hesaplayalim.

I= ﬁl feodx =1- f( —% )+1- f(% ) =-6.55342-0.779915
1=-733333

Bu integralin analitik degeri ise -22/3=-7.33333... dir. Burada Gauss quadrature yonteminin tam
sonug verdigi goriliir.

Cok Noktal1 Gauss-Legendre Quadrature Formulleri

Bu yaklasimda nokta sayisini fazla alarak duyarlilik artirilabilir. Bu durumda n-noktali yaklasim
mertebesi N < 2n+1 olan polinomlar icin dogru olacaktir. 10-noktali formullere kadar Legendre

polinomlarmin kokleri ve kars: gelen agirlik faktorleri Cizelge 4.2’ de verilmistir.

Cizelge 4.2. Farkli n degerleri icin x; ve kars1 gelen w; degerleri

Noktalar X Wi
2-noktal1 formiil (n=1) +0.577350269189625 1.000000000000000
3-noktali formiil (n=2) 0.0000000000000000 0.888888888888888
+(0.774596669241483 0.555555555555555
4-noktali formiil (n=3) +0.339981043584856 0.652145154862546
+0.861136311594052 0.347854845137454
5-noktali formiil (n=4) 0.0000000000000000 0.568888888888888
+0.538469310105683 0.478628670499366
+0.906179845938664 0.236926885056189
6-noktali formiil (n=>5) +0.238619186083196 0.467913934572691
+0.661209386466264 0.360761573048138
+0.932469514203152 0.171324492379170
7-noktall formiil (n=6) 0.0000000000000000 0.417959183673469
+0.405845151377397 0.381830050505118
+0.741531185599394 0.279705391489276
+0.949107912342758 0.129484966168869

18




8-noktali formiil (n=7) +0.183434642495649 0.362683783378361
+0.525532409916329 0.313706645877887
+0.796666477413626 0.222381034453374
+0.960289856497536 0.101228536290376
9-noktali formiil (n=8) 0.0000000000000000 0.330239355001259
+0.324253423403808 0.312347077040002
+0.613371432700590 0.260610696402935
+0.836031107326634 0.180648160694857
+0.968160239507626 0.081274388361574
10-noktal1 formiil (n=9) +0.148874338981631 0.295524224714752
+0.433395394129247 0.269266719309996
+0.679409568299025 0.219086362515982
+0.865063366688982 0.149451349150580
+0.973906528517173 0.066671344308688

OZET

Integral: f(x) egrisinin altinda kalan alanin bulunmasi, integralin grafiksel anlatimi asagidaki

sekilde verilmistir.
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