Ornek Uzay, Olaylar ve ¢ -Cebir

Aklimiz ile gercek diinyadaki olgular1 anlamak-anlatmak (modellemek) isteriz.
Anlama-anlatma siirecinde ilk once yapilmasi gereken, olgudaki kavramlar ile anlatimda
kullanilan dilin (6rnegin matematik) kavramlar1 arasindaki bagi kurmaktir. Fizik derslerinde
gordiiglimiiz gibi, ger¢ek diinyadaki hareket olgusundaki hiz kavrami anlatimda tiirev, kuvvet
kavrami anlatimda bir vektor olmaktadir.

Bu derste, ilk 6nce ger¢ek diinyadaki Rasgelelik ile ilgili kavramlar1 verip bunlarin
Olasilik ve Istatistik Teorisindeki karsiliklarin olusturmaya baslayacagiz.

Rasgele Sonuc¢lu Deney: Sonuglarinin kiimesi belli olan, ancak hangi sonucun ortaya
¢ikacagl dnceden sGylenemeyen bir isleme Rasgele Sonuglu Deney veya kisaca Deney denir.

Ornek Uzay: Bir deneyin tiim olabilir sonuglarinin kiimesine Ornek Uzay denir.

Olay: Ornek uzayin bir altkiimesine Olay denir.

Ornekl: Bir tavla zarmin atilmasi ve iiste gelen yiizeyin gdzlenmesi bir Rasgele Sonuglu
Deney’dir. Olabilir sonuglarm kiimesi, yani Ornek Uzay,
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olarak ifade edilebilir (saymayr bilmeyen iki yasinda bir gocuk iist yilizeyde bunlari
gozleyecektir). Omek uzay: genellikle S harfi veya () harfi ile gosterecegiz. Bu deneyde,
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birer olaydir. S nin kendisi de bir olaydir. Bos kiimeyi de bir olay kabul edelim. Buna gore zar
atisinda 2° = 64 tane olay sdz konusudur.
Bir A(ACS) olaymnin gergeklesmesi demek deney sonucunun A kiimesinin elemani

olmas: demektir. Ornegin zar atildiginda |Z| sonucu gelmisse, yukaridaki A= |Z| ile
B= |Z|,|Z| olaylar1 ger¢eklesmis demektir. Sonug |Z| olmussa, tek say1 noktali yiizey gelmesi

olay1 da gergeklesmistir. S nin altkiimelerinden |Z| elemanini iceren altkiimelere karsilik gelen
tiim olaylar ger¢eklesmistir. Bunlarin sayis1 32 dir. E| elemanini icermeyen altkiimelerin sayisi

da 2° =32 dir. Zar atis1 sonucunda E| geldiginde 32 tane olay gerceklesmekte ve 32 tane olay
da gerceklesmemektedir. Diger sonuglar igin de ayni1 sey s6z konusudur. Zar atildiginda, hangi
sonug gelirse gelsin zar atis1 deneyi ile ilgili 64 tane olaydan yaris1 ger¢eklesmektedir.

Her ne kadar, tavla zarlarinin ylizeylerinde yazili sayilar bulunmasa da, ki bunlar
noktalar sayma (6l¢me) isleminden sonra ortaya ¢ikiyor olsa da, simdilik zar yiizeylerinde nokta
yerine sayilarin yazili oldugunu distinelim (ileride bunu diizeltiriz, noktali zarlara doneriz).
Buna gore Ornek Uzay,

$={0,0,0,®,6,0} , n(S)=6
olarak ifade edilebilir. Bu deney ile ilgili olaylardan bazilari,

A={0} : bir gelmesi olay1

C={0,0,6} : tek say1 gelmesi olay1

D={0,0,0} : dortten kiiciik bir say1 gelmesi olayi
E={0®,06} : dortten biiylik bir say1 gelmesi olay1

F={®} : alt1 gelmesi olay1



G={0,0,0,®,0}: alt1 gelmemesi olay1
H=AUF={®,®} :bir veya alt1 gelmesi olay1
| =CND={®,0} : tek ve dortten kiigiik bir say1 gelmesi olay1

dir. Tiim olaylarin kiimesi S nin kuvvet kiimesidir.

AS)={AAcS} , nAS)=2°
kuvvet kiimesinde 64 tane kiime (olay) vardir. Bunlar arasindaki @& bos kiimeye imkansiz olay,
S nin kendisine de kesin olay denir. Bazi durumlarda, olaylarin sadece bir kismu ile ilgileniriz.
Ornegin zar atisinda sadece gelen nokta sayisinin tek veya cift olmasi ile ilgileniyor olabiliriz.
Bu durumda ilgilendigimiz olaylarin kiimesi, & ve S ile birlikte,
{2,5,{0,0,06}{®,®,6}}
dir.

Ornek2: Bir madeni paranin tura gelinceye kadar atilmas1 deneyinde Ornek Uzay,
S={T,YT,YYT,YYYT,YYYYT, ..}
biciminde gosterilsin. Bu deney ile ilgili olaylardan bazilari,

A= {T} : ilk atigta tura gelmesi olay1
B={T, YT, YYT} : dordiincii atistan Once tura gelmesi olay1
C={YT,YYYYYYT} : ikinci veya yedinci atigta tura gelmesi olay1

D={T,YYT,YYYYT,YYYYYYT, ..} :turanin tek sayili atis sonucu gelmesi olayi
olmak tizere bu deney ile ilgili sonsuz tane olay tanimlanabilir. Tim olaylarin kiimesi olan
kuvvet kiimesi oldukca karmasiktir.

Ornek3: Yarin saat 12 de Fen Fakiiltesinde, havuzlarin yaninda hava sicakligmin (derece
santigrat olarak) gozlenmesi deneyi ile ilgili Ornek Uzay,

S ={t: -50<t<50}
biciminde yazilabilir. Bu deney ile ilgili olaylardan bazilari,

A= {t: 15<t<35} : sicakligin 15 ile 25 derece arasinda olmasi olay1
B={t:0<t<50} :sicakligin sifirin iizerinde olmasi olay1
C ={t:t=10} : sicakligin 10 derece olmasi olay1

olmak tiizere bu deney ile ilgili sonsuz tane olay tanimlanabilir. Tiim olaylarin kiimesi olan
kuvvet kiimesi Ornek 2” dekine gore daha karmagiktir.

Ornek4: Bu gece saat 0 ‘dan yarin aksam saat 24 ‘e kadar ayn1 yerde hava sicaklig1 siirekli
gbzlense, deney sonucu

f :[0,24] — (-50,50)
t — f()

gibi bir fonksiyon, hatta siirekli bir fonksiyon olur diyebiliriz. Buna gére Ornek Uzay,
S={f: f:[0,24] — (—50,50) ve f fonksiyonu siirekli}
bigiminde yazilabilir. Ornegin,
A={f: f:[0,24] — (-50,50), f fonksiyonu siirekli ve f(t)>0, t €[0,24]}CS
olay1, 24 saat boyunca hava sicakliginin sifirin iistiinde olmasi olayidir.



Bir S Ornek Uzayinda A ile B iki olay (A,B C S) olmak iizere:

AUB olayma “A veya B olay1”

ANB olayma “A ve B olay1”

A=S\A olayma “A degil olay1”
denir.

A veya B olayimnin ger¢ceklesmesi demek en az birinin ger¢eklesmesi demektir.

A ve B olaymin gergeklesmesi demek her ikisinin de gergeklesmesi demektir.

A olaymin gerceklesmesi demek A nin gerceklesmemesi demektir.
Dikkat edilirse, olgular diinyasinda olaylardan, matematik karsiliklarinda ise kiimelerden
bahsetmekteyiz. Olaylar1 “ve” , “veya” baglaglar ile baglayip ya da degilleme yaparak yeni
olaylardan  bahsetmekteyiz. Bu olaylarin  karsiliklart  olan  kiimelere  gelince,
“birlesim”,”’kesisim” iglemleri yaparak ve timleyen alarak yeni kiimeler elde etmekteyiz.

Bir deney ile ilgili iki olaydan ikisi de deney sonucunda ayni anda gergeklesemiyorsa,
yani Ornek Uzayda bu iki deneye karsilik gelen kiimelerin arakesiti bos kiime ise bu olaylara
ayrik olaylar denir. Bir zar atisinda, ¢ift say1 gelmesi olay ile tek sayr gelmesi olayr ayrik
olaylardir.

Deneyin kendisini goz ard1 edip sadece Ornek Uzay1 ve olaylar1 goz 6niinde tutarsak,
Ornek Uzay matematikteki Evrensel Kiime, olaylar da altkiimeler olacaktir. Ornek Uzay’m bos
kiime olmadigini varsayacagiz.

ANB ANB
4 anp | A"

S=AUA

A= (ANB)U(ANB) ANB=A\(ANB)
B=(BNAU(BNA)
AUB=AU(ANB)=BU(BNA)=(ANB)U(ANB)U(ANB)

olmak tizere, son esitlikte iki kiimenin birlesimi {i¢ farkli sekilde ayrik kiimelerin birlesimi
olarak yazilmistir. Ug kiime igin,



/

AUBUC = AU(ANB)U(ANBNC)

dort kiime igin,
AUBUCUD=AU(ANB)U(ANBNC)U((ANBNCND)
ve sayilabilir sonsuz tane kiimenin birlesimi ayrik kiimeler cinsinden

AUA U..UA, U...:[OJA] =AUANA)UANANA)U..

olarak yazilabilir (Odev olarak ispatlaymiz). Sezgisel olarak, A,A,...,A.,... kiimelerinin
birlesimindeki elemanlar; A dekiler, A de olmayip da A, dekiler, A de olmayip ve A
olmayip A, dekiler, ... ‘den olusmaktadir diyebiliriz.

Simf: Kiimelerden olusan kiimelere siif (kiimeler sinifi) veya aile (kiimeler ailesi)
diyelim. Smiflar alisilagelmis olarak el yazisi biiyiik harflerle gosterilir. Biz siniflart genellikle
U harfi ile gosterecegiz.

Ornek4: Zar atis1 deneyinde Ornek uzay,
$={0.0,0,0,0,0} , n(S)=6
ve tiim olaylarin kiimesi,



PS)={AAcS} , nAQ8)=2°
olmak iizere, AS) kuvvet kiimesi S deki altkiimelerin smifidir. Baska bir sinif,
U={o,S,{0,0,0}{0,®,6}}
dir. S nin altklimeleri ile ¢ok sayida sinif olusturulabilir. Bazilari,
U,={{0,0,0H{0,®,6}}
U,={{0}{0}{0}{®}{®}{0G}}
U,={{0}{6}{6}{2,®,6}.5}
U,={{0}{0}{0}{®}{0}{0}{® ® 6}}
U,={2,5}
Us={2 }
olmak iizere, S nin altkiimeleri ile olusturulan siiflar {S) kuvvet kiimesinin bir altkiimesidir.
Kag tane sinif olusturulabilir?
Yukaridaki, AS), U , U, smiflari birlesim, kesisim ve tiimlemeye gore kapalidir, yani

bu islemler sonucu elde edilen kiimeler yine sinifin elemanidir. Boyle siniflardaki olaylar (S nin
alkiimeleri) ile “ve”, “veya” baglaclarini kullanarak ve “degilleme” yaparak olusturulan olaylar
yine ailenin i¢inde kalmaktadir.

Uzerinde ¢alisacagimiz kiimeyi genellikle Q veya S ile gdsterecegiz ve bos

olmadigini varsayacagiz demistik. Bundan boyle daha ¢ok Q harfini kullanacagiz. Kuvvet
kiimesi i¢in kullandigimiz J( Q) gdsterimi ile birlikte 2 gdsterimini de kullanacagiz.



