Tanim: Q = J ve U, Q ’da bir sinif olmak tizere

)QeU

i)AceU = AeU

iii) ( A,), U “daki kiimelerin bir dizisi = UA1 eU
n=1

ozellikleri saglandiginda U *ya QQ’da o -cebir denir.

Ornek: Q={a,b,c,d} olsun

U, ={J {a}.{b,c.d}, Q}
U,={{a}{b}.{c}.{d}}

U,={9,Q}

olmak tizere, bu siniflardan hangisi o -cebirdir?
U, smifi o -cebirdir

U, smifi o -cebir degildir

U, smifi o -cebirdir.

Omek: Q bos olmayan bir kiime olmak iizere 2 kuvvet kiimesi bir o -cebirdir. Yukaridaki
ii¢ 6zelligin saglandigi kolayca goriilebilir.

NQcQ=0Q¢e2?

iNAcQ=A=OAcQ=Ac2°

i) ( A), 2° dadizi, yani A < Q ,n=1,2,3,... olsun.

AcQ,n=123,.. = JAcQ=JA c2°
n=1 n=1

Teorem: U , Q’da bir o -cebir ise
a) Jel

b) AAAceU = AUAE€EU
c) AJAeU =AnNnAE€eU

AA. A U :ﬁp, cU

A A, A,.€U :ﬁﬂh e U

d AJAEU=AWEU
dir.

Ispat: U , Q’dabir o -cebir olsun.
a) Q e U (tanimdaki (i) sikkindan)

QeU (tanimdaki (ii) sikkindan)
Q=geU
dir. Bos kiime o -cebirin elemanidir.
b) A, A €U olsun. Yukaridaki (a) ve (iii) stklarindan,



APy D,n DU = | JA=AUA EU
dir. Kolayca, "
AA,. A €U :CJA] eU
oldugu goriilmektedir. o -cebir S:):Illlu birlesime gore kapalidir.

c) A, A €U olsun. Yukaridaki (ii) sikkindan,

AAcU =AUAcU =AUAcU =ANAcU
dir. Benzer sekilde,

A A, A eU :ﬁA eU

ve

A A, A,.eU :>ﬁ'°h e U

oldugu gosterilebilir. o -cebir olan siniflar sonlu kesisime gore ve sayilabilir sonsuz kesigime
gore kapalidir.

d) A,AcU=>AAceU=ANAEU = AWEU
dir.

Not: o -cebirler U,M, \ islemlerinin sonlu veya sayilabilir sonsuz kez uygulanmasina gore
kapal1 siniflardir.

Gergek diinyadaki rasgele sonuglu bir deneyle ilgili olabilecek sonuglarin kiimesi Ornek Uzay,
olaylar Ornek uzayin altkiimeleri ve ilgilendigimiz olaylarin kiimesi ise bir o -cebir
olusturmaktadir. Ornegin, 4 farkli renkten toplar bulunduran bir torbadan rasgele bir top
cekilmesi ve renginin gozlenmesi deneyindeki Ornek Uzay 4 elemanli bir kiimedir. Bu
deneydeki tiim olaylar bizi ilgilendiriyor olsun. Tiim olaylarin sinifi Ornek Uzaymn kuvvet
kiimesidir ve bu bir o -cebirdir. Deney ile ilgili s6z konusu olabilecek olaylardan yaris1 deney
sonucunda gerceklesmektedir. Bu “olaylarim olasiliklarr” ayn1 midir? Ornegin, torbada 1 beyaz,
2 siyah, 3 sar1, 4 kirmizi top bulunsa, koyu renkli top ¢ekilmesi olayinin olasiligi ne olurdu?
Beyaz top gelmesi olasilig1 nedir? Kirmizi topun gelmemesi olasilig1 nedir?

Yarigap1t 2 santimetre olan bir tavla pulu masadan yere diistiiglinde 30x30 santimetrelik
araliksiz dosenmis kalebodur taglarindan sadece birinin icinde olmast (digerleri ile
kesigsmemesi) olasilig1 nedir?

Olasilik kavrami bir sonraki derste...

Biraz geg¢ kalinmis olsa da bazi hatirlatmalar:
Birlesim: AUB={x:xeAvxeB}

Aiquu...uAsznJA ={x:xeAvxeAv..vxeA}

Alquu...UA]LJ...:GA1 = X:enazbhirnigcinxe A,,n=12,3,...
n=1

Birlesiminin etkisiz elemam & olmak tizere, A =JUA=A dur.



Kesisim: AnB={x:xe AAxeB}
ANAN.NA =ﬁA ={X:xe AAXe A An..AXEA}

ANAN..NA U...:ﬁﬁh = x:herniginxe A ,n=123,...
n=1

Kesisimin etkisiz elgmam Q olmak iizere, ANQ=QN A= Adrr
Birlesim ve Kesisimin Bazi Ozellikleri:

AUB=BUA, AnB=BnA (degisme o6zelligi)
(AuB)uC=AU(BUC)=AUBUC (birlesme 6zelligi)
(AnB)nC=An(BNC)=AnBNC “*
ANn(BUC)=(AnB)U(ANC) (n’in U lizerine dagilma 6zelligi)
AUu(BNC)=(AuB)N(AUC) (U’in N lizerine dagilma 6zelligi)

Aﬁ(UBi)=U(Aﬁ B) . AU(ﬂBi):ﬂ(AUBi)
i=1 i=1 i=1 i=1
Tiimleme: A,Bc Q olsun. B\A, A’nin B’ye gore tiimleyenini gostermek {izere,

B\A= {x:xeBve x¢g A}

dir. Q\A kiimesi A nin Q ya gore tiimleyeni olmak tizere bu kiimeyi A seklinde
gosterecegiz ve kisaca A nin tiimleyeni diyecegiz.
De’Morgan Kurallari:

AUB=AUB , ANB=ANB
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PROBLEMLER

1. Q={a,b,c,d} olsun. 2° kuvvet kiimesinin elemanlarini yazimz. 2" bir o -cebir midir?
{{a}} smifin1 kapsayan iki tane o -cebir bulunuz.

2. R, reel sayilarin kiimesi ve



(a,b)={xeR:a<x<b} olmak uzere

[a,b]={xeR:a<x<b} olmak uzere

(a,b]={xeR:a<x<b} olmak uzere

[a,b)={xeR:a<x<b} olmak uzere

(—o,a)={xeR:x<a} olmak uzere

(—o,a]=[xeR:x<a} olmak uzere

(a,0)={xeR:x>a} olmak uzere

[a,0)={xeR:x>a} olmak uzere

U, ={(a,b):a<b,a,beR}
U, ={[a,b]:a<b,a,beR}

U, ={(a,b]:a<b,a,beR}

=

={[a,b):a<b,a,beR}
U, ={(-o0,a):a R}
U, ={(-,a]:acR}
U, ={(a,»):acR}

U, ={[a,©):acR}

olsun. U, smifi R deki agik araliklarin sinifi, U, sinift R deki kapali araliklarin siifi olmak

tizere, U,;,U,,U,,U,,U,, U, U, U, smiflari birer o -cebir degildir. Gosteriniz.

3.  Q sonsuz elemanli bir kiime ve

U={AcQ: Aveya Asaylabilir.}
olmak tizere, U sinifinin Q da bir o -cebir oldugunu gosteriniz.

4. U, Q da o-cebirve B=J, BcQ olsun.

U; ={A: A=BnC,CeU}
olmak tizere U, nin B de bir o -cebir oldugunu gosteriniz. BcQ ve BeU ise U; cU

oldugunu ispatlaymiz.

5. Asagidaki durumlar igin ﬂA1 yi bulunuz.
n=1

) A=)
5 A=

1 1
c) A—(a—ﬁ,b+ﬁ), a<b

d) A1={(x,y):0§x2+y23%, (x,y) e RxR}

e) A ={(x,y):4—%£x2+y2 <9+%, (x,y) e RxR}

6. Asagidaki durumlar i¢in UAn yi bulunuz.
n=1



a) A=[2]

b) A =(=n2]

) A=G4-%

d) A={(xy):5<x*+y*<4-1, (x,y)eRxR}

e) A ={(xy):2+i<x*+y*<4-1 (x,y)e RxR}

7. ANnB=J olsun. AUB kiimesini ayrik iki kiimenin birlesimi olarak yaziniz.

AUBUC = AU(ANB)U(ANBNC)
oldugunu gosteriniz.

8. AcQ i=12,..olmak iizere,
B =4, Bn:Zimzzm...mZn_lmAn , n=2,3,...

olsun.
Q) BnB =0 ,i#j, i,j=123,..

n Ua=Us
c) CJA :OBi

oldugunu gosteriniz.



