GEOMETRIK OLASILIK

Q= I, herhangi bir kiime, U, Q da bir o -cebir ve
m: U - Ruwx}
A —> m(A

fonksiyonu i¢in :
1) m(A)>0,VAeU

2) m(P)=0

3) (A,).U daayrik kumelerin dizisi iken m(CJ A)= i m(A,)
n=1 n=1

ozellikleri saglandiginda m ye U da bir 6l¢ii denir. Olgii kavrani Matematigin bir
kavramidir.Uzunluk, alan, hacim 6lgiileri buna birer 6rnektir.

Bir m olgiisii i¢in, m(Q2) <o (sonlu) oldugunda,
P: U »> R
A > pA)="A
m(€)

olarak tanimlanan P fonksiyonu U da bir olasilik dl¢iistidiir.

Herhangi bir m dlgiisii icin BeU ve m(B) <o olsun.
U; ={A:A=BnC,CeU}
olmak tizere,
P: U, — R
A — PB(A):M
m(B)

fonksiyonu U, de bir olasilik dlgiisiidiir.

Simdi geometrik olasilik diye bilinen ve uzunluk, alan, hacim yardimiyla tanimlanan olasilik
oOlgiilerine deginelim. N,M e R, N <M i¢in Q =[N, M] araligin1 g6z 6niine alahm. Ac Q
bir aralik oldugunda,

A nin aralik uzunlugu

P(A) =
Qnin aralik uzunlugu

ve diger Ac Q) altkiimeleri (araliklarin birlesimi, kesisimi, timlemesi tiiriinden olanlar) igin

P(A) = A nin uzunluk 6l¢iisii

Q2 nin aralik uzunlugu

olarak tanimlanabilir. Buradaki 2 ‘min bir olasilik deneyinin Ornek Uzayr oldugunu goéz
onilinden kagirmayin.



Q c R?, sonlu alanli bir kiime olmak iizere

" A nin alan 6lgiisi’

P(A) =

"Q nin alan Slgiisii’
ve Qc R3, sonlu hacimli bir kiime olmak iizere,

" A nin hacim dlciisii”

P(A) =

"Q nin hacim dl¢iisii’

olarak tanimlanabilir. Bu olasilik Olciileri, bir birim olasiligin 2 {izerinde diizglin olarak
dagildigi durumlar i¢in kullanighdir.

Orek: Q={(x,¥): (x,y) eR? x*+y* <9}

" Ann alan dlciisii’

P(A) =- -
Q2 nin alan 6l¢iisti

olmak iizere,

A={(x.y):0<x<L—-2<y<2}icin P(A):gi
JT

B={(x.y): X’ +y* <1} icin P(B) :%

C={(x,y): (x,y)eQ, x=y}icin P(C)=0
dir.

Ornek: Yarigap1 1 birim olan dairesel ince madeni bir pul, taban yarigapt 3 birim olan bir
silindirin i¢ine atildiginda tabanin merkezini ortmesi olasilig1 nedir?

a) Pulun, tabanin merkez noktasini1 6rtmesi i¢in, pulun merkezi ile tabanin merkez noktasi
arasindaki uzakligin 1 birimden kii¢iik olmas1 gerekir. Pulun merkezi ile tabanin merkezi
arasindaki uzaklik d olmak iizere 0<d <2 dir. Deneyin sonuglarinin kiimesi

Q=d:0<d<2
Ve
" A nin uzunluk Sl¢iisi"
R(A)= =
Q2 nin aralik uzunlugu
olmak tizere, pulun taban merkezini 6rtmesi olay1 i¢in,
A= d:0<d<1
1
P(A==
(A =3

elde edilir.



b) Silindirin tabaninda, baslangi¢ noktasi silindirin merkezi ile ¢akisan bir dik koordinat sistemi
ele alalim. Bu koordinat sistemine gore pulun merkez noktasinin koordinatlarini (X,Y) ile

gosterelim. Deneyin sonuglarinin kiimesi

Q= (%y):x*+y* <4
ve
" Ann alan l¢iisii’

P(A) == -
Q2 nin alan 6l¢iist

olmak iizere, pulun taban merkezini 6rtmesi olay1 igin

A= (xy): X +y* <1

12 1
P(A)— %L 2
2(A) Tx2% 4

elde edilir.

Goriildigi gibi modeller farkli sonuglar vermektedir. Bu deney i¢in baska modeller de
olusturulabilir. Bu modellerden hangisi deneyimize "uygundur"? Pulu ¢ok defa attigimizda
olaya uygun sonuglarin sayisinin atis sayisina orani bize yardimci olabilir. Ancak her atistan
sonra oranin bir dncekine gore degismesi, belli sayida atis yeniden yapildiginda ayni oranin
elde edilmemesi gibi sorunlar ortaya ¢ikacaktir. Bu tiir sorunlarin daha ileri diizeyde Istatistik
bilgisinden sonra agikliga kavusacagini yeniden hatirlatalim. Simdilik amacimiz, olasilik uzay1
yani model verildiginde, olasilik hesab1 yapabilmektir.

Beli bir (€2,U,P) olasilik uzay: bir olasilik deneyinin modeli olarak kullanildiginda U o -

cebirindeki kiimeler deney ile ilgili olaylara karsilik gelecektir. Bu o -cebir her zaman kuvvet
kiimesi olmak zorunda degildir. Ornegin bir olasilik deneyinde sadece beli bir A olayinin

gerceklenip gerceklenmedigi ile ilgileniyorsak o -cebir olarak {Q,&, A A} yi almamiz

yeterlidir. Eger bir olasilik deneyinde tim olaylar ile ilgileniyorsak o -cebir olarak Q nin
kuvvet kiimesini almaliy1z. Bir o -cebir sayilabilir birlesim, sayilabilir kesisim ve timlemeye
gore kapalidir. AeU igin A olaymin ger¢eklesmesi demek deney sonucunun A nin elemant
olmasi demektir. A BeU icin,

AuB={w: weQ, we Aveya wecB}

ANnB={w: weQ,weA ve weB}

A={w: 0eQ, we A}
oldugu goz oniine alinirsa AU B olaymnin gergeklesmesi demek A ve B olaylarindan enaz
birinin gergeklesmesi, AN B olaymin gerceklesmesi demek A ve B olaylarinin her ikisinin

de gerceklesmesi, A olaymnin gerceklesmesi demek A nin gergeklesmemesi demektir. Bu
hatirlatmalar1 goz oniinde tutarak asagidaki ¢ozlilmiis problemleri inceleyiniz.



Problem (0,1) araligindaki reel sayilardan rasgele iki say1 se¢ildiginde ¢arpimlarinin 0.5 den

kiiclik olmas1 olasilig1 nedir?
Omek Uzay: Q= (X,y):0<x<1,0<y<l

Olasilik Olgiisii: P(A) = Anin alan 6lglisi

"(2nin alan Ol¢iisi"

llgilendigimiz olay: A= {(x, y):0<x<l,0<y<l, xy< %}

Q

X »
0.5 1
P(A) = Anmn alan oOl¢iisii
"(2nin alan Ol¢iisi”
1
05x1+ [ dx
2 1+In2

~ 0.84657

X 1. 1 1
_ 05 —05+=Inx =05+=(n1-In>)=
1 +2 |x:0.5 +2( 2)



