Coziilmiis Problemler:

Problem Bir tavla zarinin bir kez atilmasi deneyinde 6rnek uzay {1,2,3,4,5,6}olsun. Buna
gore, bir zar iki kez ard1 ardina atildiginda 6rnek uzay,

S={(x%.y):x,y=12,34,5,6}

@y, r2, 13, L4, 15, 16,
21y, 22, 23, 24, 25, 26,
31, 32, 33, 34, 35, 36,
41, 42, 44, 45, 46, 4,7,
51, 52, 53, 54, 55, 56,
61, 62, 63, 64, 65, 66

ve n(S)=36 dir. U =P(S) ve P(A)=n(A)/36 olarak tanimlanan (S,U,P) olasilik uzayini

deneyin bir modeli olarak kullandigimizda, 6rnegin iiste gelen sayilar toplammin 9 ‘dan biiyiik
olma olayz,

A = {(5’ 5)’ (69 4)’ (49 6)5 (59 6)’ (69 5)5 (69 6)}
olmak iizere, bu olayin olasilig1

P(A)=n(A)/36=6/36=1/6
dir.

Birinci atista gelen saymin ikinci atista gelen sayidan farkli olmasi olay1 B ={(X,y) € S : X # y}
olmak iizere n(B) =30 ve P(B)=30/36=5/6 dir.

Birinci veya ikinci atista ¢ift sayr gelmesi olayinin olasiligini hesaplamak icin
C— 1. atista ¢ift say1 gelmesi
D— 2. atista cift say1 gelmesi

olaylarini tanimlayalim. O zaman aranan olasilik
P(CuD)=P(C)+P(D)-P(CnD)

_18 18 9 2
36 36 36 36
veya
P(CuD)—l—P(CuD)—l—P((_SmB)—1—3—2
36 36
dir.

Gelen sayilar toplaminin 9 ‘dan biiyiikk oldugu bilindiginde, birinci atista 6 gelmis
olmas1 olasilig1 nedir? E olay1 birinci atista 6 gelmesi olay1 olsun. Sorulan olasilik,



P(ENA) 3/36 1

P(E/A) = = =
P(A) 1/6 2
dir.
A,B,C,D,E olaylarinin bagimsizligini arastiralim.
P(AN B):i
36; 5 olup Aile B bagimsiz degildir.
P(A).P(B)==x—
(A)P(B)=Fx¢
P(ANC) = -
3 1 olup A ile C bagimsiz degildir.
P(A).P(C)==x=
(A)PC) =3
P(AND) = &
olup A ile D bagimsiz degildir.
P(A).P(D)==x=
(A)P(D)=cx7
P(E/A) = PEENA) = 3/36 :1 = P(E) 1 oldugundan A ile E bagimsiz
P(A) 1/6 2 6
degildir.
P(BNC)= 2
36

- olup B ile C bagimsiz degildir.

P(BND) =2

5 1 olup B ile D bagimsiz degildir.

P(BAE) =~

olup B ile E bagimsiz olaylardir.
P(B).P(E)==x=
(B)P(E)= x4

PCND)=—

olup C ile D bagimsiz olaylardir.



P(CNnE)= S
11 olup C ile E bagimsiz olaylar degildir.

P(DﬁE):i

olup D ile E bagimsiz olaylardir.
P(D).P(E) = =x=
(D).P(E) %5
2
P(ANBNC) ==
36 olup A,B,C olaylan 3-lii bagimsiz degildir.

P(A).P(B).P(C) = %x%x%

P(ANBNACND) =2
36

1 s olup A,B,C,D olaylar1 4-1ii bagimsiz degildir.
P(A).P(B).P(C)P(D) ==x—=x=x—=
(AVP(B)P(CIP(D) =52 x x>

P(AmBmCmDmE):3—16

18511 1 olup A,B,C,D,E olaylar1 5-1i bagimsiz degildir.
P(A).P(B).P(C)P(D).P(E) ==x—x=x=x=
(A)P(B)P(CIP(DLP(E) = £ x= x5 x5

P(CADNE) =~
36

111

P(C).P(D).P(E)==x=x=

©)PD)PE) =5
Daha kag tane karsilastirma yapilacaktir? 5 tane olay icin 31 tane esitligin karsilastiriimasi

gerekmektedir.

olup C,D, E olaylar1 3-1ii bagimsiz degildir.

Problem a,b,c,d harfleri 4 ayri kagit pargasina yazilsin ve bir kavanoza atilsin:

1)  ¢ekileni geri atma sartiyla ardarda,

2) cekileni geri atmama sartiyla ardarda,

3) aynianda

li¢ tane kagit pargasi ¢ekilsin. Bu deneylerin Ornek uzaylari sirastyla

S, ={a,b,c,d}x{a,b,c,d}x{a,b,c,d}
={(x,¥,2): %, y,ze{a,b,c,d}}

S,={(x,y,2):x,y,ze{a,b,c,d}, x=y,x# 2,y # 7}

S;={{x.y,z}:{x,y,z} c{a,b,c,d}}



olmak iizere N(S;) =4x4x4=64, n(S,)=4x3x2=24, n(S;)=4 du.

* Bu deneylerin her biri i¢in; ¢ekilislerde a harfinin kavanozdan alinmamis olmasi olayinin
olasiligin1 hesaplayalim.
1. deney i¢in olay

A={b,c,d}x{b,c,d}x{b,c,d}

P(A) = n(A) 3x3x3 27
YT NE) 64 64

olmak iizere,

2. deney i¢in olay

B={(x,y,2) €S, :x,y,ze{b,c,d}}
olmak iizere,
n(B) 3x2x1 1

P,(B) = = =
2(B) nis, 24 4
3. deney i¢in olay
C={{b,c.d}}
olmak iizere,
nC) 1
RC)=—= s, 4

dir.

* Cekilen ti¢ harfin de ayn1 harf olmas1 olayini goz oniine alirsak, 1.deney i¢in olay,
A={(a,a,a),(b,b,b),(c,c,c),(d,d,d)}

ikinci deney i¢in B = ve li¢iincii deney i¢in C = olmak tizere olasiliklar

R(A) = tP(B) 0,R(C)=0

olacaktir.
* Cekilen {i¢ harf arasinda a veya b nin gelmesi olayi; 1. deney igin

A=S\{c,d}x{c,d}x{c,d}
olmak tizere,
n(A 8 7
1(A) ( ) =1l-—=-
n(s,) 64 8
2.deneyi¢in B=S, ,P(B)=1 ve 3.deney i¢cin C =S, olmak iizere, P(C) =1 dur.

* [lk 6nce a sonra b ve sonra ¢ nin gekilmesi olayi;
1. deney i¢in A={(a,b,c)} olmak iizere B (A)=1/64,
2. deney i¢in B ={(a,b,c)} olmak iizere P,(B)=1/24,
3. deney i¢in boyle bir olay tanimsizdir.

* E, 1. deneyde ¢ekilen harflerin birbirinden farkli ve alfabetik siraya gore c¢ekilmesi olay1

olmak iizere,
N(E) 4x3x2x13 1

ns,) 64 16

P(E) -



dir.

* D, 2). deneyde b harfinin 2. ¢ekiliste gelmesi olay1 olmak tizere
n(D) 3x1x2 1

n(s,) 24 4

dir.
* F, 3).deneyde a ve b harflerinin ¢ekilmesi olmak iizere
212

n(F [2 1}

P(F) =) L)

n(sS;) [4]

3

_1
2
dir.

Problem  Birkavanozda k tane kirmizi ve b tane beyaz top bulunsun. Bir top ¢ekilip rengine
bakildiktan sonra bu renkten baska C tane top ile birlikte kavanoza geri atilsin.

B, 1=12, i.gekiliste beyaz top gelmesi olayi,

K, 1=12, I.cekiliste kirmizi top gelmesi olay1

olmak {izere:

P(K,) =b+Lk,P(Bl) =b+Lk

P(K,) = PI(K,UB) N K,]=P(K, K,)+P(B,"K,)
= P(K,)x P(K,/K,)+ P(B,)x P(K,/B,)
= P(K,).P(K,/K,)+P(B,).P(K,/B,)

__k__k+c b k
" b+kb+k+c b+kb+k+c

_k
b+k
b

P(Bz) =1- P(Kz) = m

Gorildugi gibi P(B,) =P(B,) ve P(K,) =P(K,) dir. Bir top ¢cekilip rengine bakildiktan sonra
bu renkten baska C tane top ile birlikte kavanoza geri atildiginda olasiliklar degismemektedir.

Simdi ikinci ¢ekiliste topun kirmizi oldugu bilindiginde birinci gekilen topun kirmizi olmasi
olasiligin1 hesaplayalim.
P(K,nK,)  k+c

P(K,) b+k+c

P(K/K,) =

Buradan,
b

P(B/K,) =1-P(K/K,) =
(B/K;) (KK =g




dir.

Problem 12 3,4,5,6,7,8,9 rakamlari ile olusturulan, farkli rakamli 6 basamakli sayilardan
biri rasgele secildiginde:

a) Cift say1 olmasi olasilig1 nedir?

S kimesi 1 2,...,9 rakamlari ile olusturulan farkli rakamli 6 basamakli sayilarin kiimesi

(Ornek Uzay) olmak iizere,
N(S) =9x8x7x6x5x4

dir. Cekilen sayinin ¢ift say1 olmasi olayi,
A={xeS: xgift say1}

olmak tizere,
N(A) =8x7x6x5x4x4

dir. A olaymin olasiligi,
p(ay = A _4
niS) 9

dir.
Bundan sonraki siklarda Ornek Uzay1 yazmayacagiz.

b) Rakamlar toplaminin ¢ift say1 olmasi olasiligi nedir?
B ={x e S : xin rakamlar1 toplamu cift say1}

ve k=12 3,4 i¢in
B, ={x eS: xsayisinin K tane rakamu cift}

olmak tizere,
B=B,UB,

n(B) =n(B,)+n(B,)

HHEHRE

406! _40x3! _E
Ox8x7xb6x5x4 9x8x7 21

ve

P(B) =

dir.

c) Cift rakamlarin yan yana (bir arada) olmasi olasiligi nedir?
C ={x € S : x deki cift rakamlar yanyana}

olmak tizere,
C=CnS=Cn(B,uUB,UB,UB,)

=(CnB)u(CnB,)u(CnB;,)u(CnB,)
n(C)=n(CnB)+n(CnB,)+n(CnB,)+n(CNB,)

QI



ve
n(C)  24x6l
n(S) 9x8x7x6x5x4

PC) :

dir.

d) 3 tane rakami tek, 3 tane rakamu ¢ift veya 8 rakamini igermesi olasiligi nedir?
D ={x €S : X, 8 rakamini icerir}

olmak iizere
D, =B,uD
olayinin olasilig,

P(D,) = P(B,) + P(D)-P(B,"D)

_n(B;)+n(D)-n(B, D)
- n(s)

(el ale)e-e)e

B Ix8x7x6x5x%x4

=33/42
dir.

e) Cift say1 olmasi veya 8 rakamini i¢ermesi olasiligi nedir?
E=AuD
olmak tizere aranan olasilik

P(E)=P(A)+P(D)-P(AnD)

4 [1]{8]6! 8><7><6><5><4><1+[1J[7]4!3
_4 Wls 1)\ 4

9 n(S) n(s)

dir.

f) Rakamlar1 azalan veya artan sirada olmasi olasilig1 nedir?
F ={x e S: x deki rakamlar azalan veya artan sirada}

olmak tlizere
n(F) :9x8x7x6x5x4x§

ve

pr2 L
6! 360
dir.

g) 3 tane rakami tek, 3 tane rakamu ¢ift, tek rakamlar azalan ve ¢ift rakamlar azalan sirada
olmas1 olasilig1



[;‘J[jes!xls!xw
n(S)

dir.

h) 3 tane rakami tek, 3 tane rakamu ¢ift olmasi, ayni cinsten iki rakamin yanyana olmamasi ve
sayidaki en biiyiik tek rakamin teklere gore en sagda olmasi olasilig

[ﬂ[g] [3!x 3 x 2% 23!
n(sS)

dir.

1) Yan yana iki ¢ift rakam bulunmamasi olasilig1 nedir?
| ={x e S : x de yanyana iki cift rakam yok}

I=(InB)u(lnB,)u(lnB,)

RN WA HEHL

olmak Uzere

ve

dir.

j) Rakamlar toplaminin en az 23 olmasi olasiligi nedir?

K —  rakamlar toplaminin en az 23 olmasi olay1 olmak iizere
P(K)=1-P(K)
| |
T
n(S) n(S)
_ 4
42
dir.

Problem Elimizde, 1,2,3,...,n sayilari ile numaralanmis n tane top ve n tane kutu bulunsun.
Bir topun numarasi i¢inde bulundugu kutunun numarasina esitse bu durumda bir "eslesme"
vardir denir.

a) N tane top N tane kutuya her kutuda bir top bulunacak sekilde rasgele atildiginda en az bir
eslesme olmasi olasilig1 nedir?



n tane farkli (numaralanmis) top N tane farkli (numaralanmis) kutuya her kutuda bir top

bulunacak sekilde n! bicimde atilabilir. Ornek Uzayin eleman sayis1 n! dir.
A, 1=1,2,3,...,n olay1 i. kutu i¢in eslesme olmasi olay1 olsun.

P(A)—(n 1) %Jgién
(=2 1 o
P(ANA)= . (n_Dn ,1<i<j<n
P(AﬁAij):(n_@!— ! , 1<i<j<k<n

nl (n—2)(n—2n
PANAN.NA) =

olmak {izere, en az bir eslesme olmasi olayinin olasiligi,

P(UA)ziP(A)— D> P(ANA)+ D P(ANANA)—+(D)"'P(ANA N

I<i<j<n I<i< j<k<n

:nxl— n x#—k n x;— +(=D"t " ><l
n (2] (n—=Dn (3] (n—2)(n—Dn nj” nl
O RN T

dir.

B-hicbir eslesme olmamasi olay1 olsun. Bu olayin olasiligi,

P(B)=1—P(B)=1—P(A UA,U..UA)

1 1 1 n 1
:1—5—#5—5—#...4—(—1) -
B olaymnin olasiligint p, ile gbsterehm.
1 1 1
S TR TR TR 1) —
olmak tizere,
4 . 11 1 n
e _1—5—1—5—54- A+ (1) —+

say1st gdz oniine alinirsa, p, olasiligi e * sayisinim seri agilimindaki (N+1). kismi toplamdir.
1-e"=0.6321 ve 1— p, =0.6677, 1-p,=0.6250,1-p, =0.6333 ,1-p, =0.6320 olmak

tizere, 1— p, nin degerleri kiigiik N ler i¢in bile 1—e™ degerine yakindir. Boylece en az bir

eslesme olmasi olasiliginin pratik olarak N den (n>5) bagimsiz oldugunu ve yaklasik olarak

0.6321 oldugunu sdyleyebiliriz.

b) N tane top, her bir kutuda bir top olacak sekilde, N kutuya rasgele atildiginda tam r

(L<r<n) tane eslesme olmasi olasilig1 nedir?



.. 1
I =N igin bu olasilik - dir. r=n-1 durumu s6z konusu olamaz, ¢iinkii N—1 tane kutuda
n!

kendi numaralarina karsilik gelen toplar bulunuyorsa geriye kalan kutuda da bir eslesme vardir.
r=12,..,n—2 i¢in B, olayi, tam r tane eslesme olmasi olay1 olsun. Bir an i¢in I tane
eslesmenin 12,...,7 numarali kutularda oldugunu diisiinelim. Diger N—r kutuda higbir

eslesme olmayacak sekilde farkli diizenlemelerin sayis1 (n—r)!p, . olacaktir. Buradan,

1 1 1 1

P(B,) = [ ](n DIP, r=—( “ntoi g Tt EDT ), r=%2.n-2

n! 2! 3! (n—n)!
dir.

Problem 1,2,...,n sayilari ile numaralanmis n tane kutu ve 6zdes k tane top géz 6niine alalim.
k tane 6zdes top n farkli kutuya kag yolda dagitilabilir? (Bos kutu kalabilecegi gibi toplarin
tiimii bir tek kutuda da olabilir.)

Kutular numara sirasina gore yan yana dizildikten sonra aralarina birer ayira¢ (levha)

konsun ve sadece k tane top ile n -1 tane ayira¢ géz 6niine alinsin. Asagidaki gibi bir durum,
000/ [00[0] |..0]
1 numarali kutuda 3, 2 numarali kutuda 0, 3 numarali kutuda 2, dért numarali kutuda 1, 5
numarali kutuda 0, ..., n-1 numaral kutuda 1 ve n numarali kutuda 0 tane top olan dagilist
anlatmaktadir. Buna gore farkli dagilislarin sayisi, K tanesi 6zdes (top) ve n-1 tanesi 6zdes
(levha) olan n-1+K tane nesnenin farkli siralaniglarinin sayis1 kadar olacaktir. Buna gore, k
ozdes topun n farkli kutuya dagiliglarinin sayisim s(n,K) ile gosterilirse,
(- Bt (i
k!(n-1)! k

dir.

Ornegin n=3, k=2 i¢cin dagilislar;

0 00 .
1L 2 3 L 2 3 1 2 3
U o 0 o0
1 2 3 1 2 3 L 2 3

, g 3-1+2
olmak tizere, dagilis sayis1 $(3,2)= 5 =6 dir.

n =3, k =3 i¢in dagilislar

000 000 000
1 2 3 1 2. 3 1 2 3
00 O 00 0 00 O




1 2 3 1 2. 3 1 2 3
0 0
1 2. 3

-1+
olmak tizere, s(3,3)= [3 3 3] =10 dur.

10 6zdes top 5 farkli kutuya rasgele atildiginda (dagitildiginda):

[5 —1+ 7]
Bos kutu kalmamasi olasiligi = 7—
5-1+10

10

Toplarm hepsinin ayni kutuda olmasi olasiligi=——
P PSITITL ayR Ut g [5—1+10]

10

b

Yalniz bir kutunun bos olmasi olasiligi=

"

Yalniz bir numarali kutunun bos olmasi olasiligi= L
[5 —1+ 10]

5—-1+10
10

Yalniz iki kutunun bos olmasi olasiligi=



Kutularda esit sayida top olmasi olasiligi=

-
5-1+10
10

dir.

Problem Bir cam kavanozda 2 beyaz 3 siyah ve bir tahta kavanozda 2 beyaz 1 siyah top
bulunmaktadir. Rasgele bir kavanoz se¢ilip i¢inden bir top ¢ekilip diger kavanoza atilmaktadir
ve bu kavanozdan bir top ¢ekilmektedir.

a) Cekilen her iki topun da siyah olmas1 olasilig1 nedir?

b) Cekilen ikinci topun siyah oldugu goriildiigiinde birinci topun da siyah olmasi
olasilig1 nedir?
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