Tanim: P reel sayilardaki Borel Cebiri iizerinde bir Olasilik Olgiisii olmak iizere,

F: R > [0]]
X — F(X)=P((—o,X])

fonksiyonuna P olasilik olgiisiine karsilik gelen dagilim fonksiyonu veya kisaca dagilim
fonksiyonu denir.

Teorem: P olasilik 6lgiisiine karsilik gelen dagilim fonksiyonu,

F(X)=P((—,X]), xeR
olmak tizere,
a) Fazalmayan (x, <x, = F(x) < F(X,)),

b) F sagdan siirekli (r!lrgl F(x+h)=F(x)),
c) limF(XxX)=0, Ilim F(x)=1

dir.

Ispat:
a) X <X, :>(_OO’ X1] - (—oo, Xz] - P((_OO1 X1]) < P((_OO’ X, ]) = F(x)<F(x,)

b) Ajz(—oo,x+%} , n=123,... icin

ASA S DA S = lim P(A)=P(A)

S G G

= lim F(x+%):F(x)

C) A1:(—oo,—n] , N=12,3,... i¢in
ASA DDA S = lim P(A)=P(A)

n—oo

= limP (o0, —n]) = p(ﬁ(_oo,_n]j ~P(2)=0

= limF(-n)=0

n—oo

= limF(x)=0

X—>—00



A1=(—00,n] , N=123,... icin

AcAccAc = lim P(A)=P(JA)
= lim P((—o0,n]) = P(O(—oo,n]j: P(Q)=1

N—o0
n=1

= limF(n)=1
=IlimF(x)=0
Bir P olasilik 6l¢iistine karsilik gelen F dagilim fonksiyonu azalmayan, sagdan siirekli,
eksi sonsuzda limiti sifir ve art1 sonsuzda limiti bir olan bir fonksiyondur. Tersine, boyle bir F
fonksiyonu yardimiyla,
P((—o,b])=F(®») , (-o,ble®

olacak sekilde bir olasilik 6l¢iisii tanimlanabilir. a<b , a,beR i¢in
P((a,b]) =F(b)-F(a)

P((a,»))=1-F(a)

P({a}) = F(a)—i!irp F(a—h)=F(a)-F(a-)

oldugu kolayca gosterilebilir.

Ornek:
0, x<0
F(x)=<x , 0<x<l
1, x>1

fonksiyonu, azalmayan, siirekli ve lim F(x)=0, lim F(x)=1 olan bir fonksiyon olup,

dagilim fonksiyonu olma 6zelliklerini saglamaktadir.

A F(X)

v




Bu dagilim fonksiyonuna karsilik gelen P olasilik 6lgiisiinii g6z 6niine alalim.

P 05 =F05-F 05 =0

P a =Fa—-Fa =0, VaeR
P(-2,V2])=F/2)-F(-2)=12
P((/31/2])=F@/2)-F@/3)=12-1/3=16

P(v3,3) = F@®) - lim F(%—h) =1-1/3=2/3
P((I/3,0)) =1-F(/3) =1-1/3=2/3
dir.

Dagilim fonksiyonunda olasilik hesabi yapmak, Fizik derslerinde gordiigiiniiz yol-
zaman grafiginde yol miktarin1 hesaplamaya benzemektedir.

Hatwrlatma: Bir hareketin yol-zaman ve hiz-zaman grafikleri asagidaki gibi olsun. Yol-zaman
grafiginde t, amindan t, amna kadar gegen zaman araligindaki yol miktart y(t,)—Yy(t,)

t
farkina esittir. Bu yol miktart hiz-zaman grafiginde Iv(t)dt alanina esittir.
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Yol-zaman grafigi ya da hiz-zaman grafigi tek basina hareketi anlatmaktadir. Birinden
digerine tiirev-integral alarak gecilmektedir. Bunlar hareketin birer matematiksel modelidir
(anlatimidir). Bu grafikler dik atis igindir. Modelden, cismin ne kadar bir yiikseklige
¢tkabilecegi, ne kadar bir zaman sonra yere diisecegi, yere diistiigii andaki hizi, belli bir anda
bulundugu konumu ve hizi gibi hareket ile ilgili sonuglar elde edilebilir. Modelin verdikleri ile
gercek diinyada olup bitenlerin tamamiyla ayni oldugu soylenemez. Ornegin, baslangic aninda
modelin anlattigina gore hiz aniden \y degerine ulasmaktadr. Bu gercek diinya ile ilgili
gozlemlerimize ters diismektedir. Gergek diinyada neler olmaktadir? Bunlarin modeldeki yeri
ne olabilir?



Yukaridaki F dagilim fonksiyonu x = 0 ve X = 1 noktalar1 disinda tiirevlenebilir. Bu iki
nokta disinda, tiirev fonksiyonu,

dF 0, —co<x<0
f(x):%: , 0<x<1
0, 1<x<oo
olmak iizere,
1/2 1/2

P((V3,1/2]) = F(1/2) - E(U/3) = j f (x)dx = j 1.dx=1/2-1/3=1/6

1/3 1/3
Pa—-Fa-Fa :ff(x)dx:o , VacR

dir. Bir F dagilim fonksiyonunun tiirevi olan f fonksiyonuna, hemen asagida, olasilik yogunluk
fonksiyonu diyecegiz. Olasilik yogunluk fonksiyonlarinda olasilik hesabi, hiz-zaman
grafiginde yol hesabina benzemektedir. Hiz-zaman grafiginde belli bir zaman araliginda alinan
yol miktar1 bir alana karsilik geldigi gibi, olasilik yogunluk fonksiyonunda da bir araligin
olasilig1 bir alana karsilik gelmektedir. Yalniz, olasilik yogunluk fonksiyonlari hi¢bir zaman
negatif deger almamaktadir.

Bir P olasilik oOlgiisiine (olasilik dagilimina) karsilik gelen F:R —[0,1] dagilim
fonksiyonu,

) f(x)>0, xeR

2) ] f(x)dx=1

ozelliklerine sahip bir f fonksiyonu yardimiyla,

F(x):]f(x)dx,xeR

— 00

bi¢iminde yazilabiliyorsa, olasilik dagilimina siirekli dagilim ve f fonksiyonuna bu dagilimin
olasilik yogunluk fonksiyonu denmektedir. Siirekli bir dagilimin F dagilim fonksiyonu stirekli
bir fonksiyondur. Ayrica, a<b , a,beR igin

P((a,b]) =F(b)-F(a) :'T f (x)dx

P({a})=F(a) _r!l_[p F(a—h)=F(a)-F(a’) =0
dir.

Ornek: Bir olasilik dagilimmin olasilik yogunluk fonksiyonu,
e, x>0
f(x)= -
0 , x<0
olsun. Bu dagilimin dagilim fonksiyonu,



F:R—[01]

) 0 , X<0 0 0
X<
X—F(X)= | e *dx=1* | — '
—FX f fe*tdt:e— , x>0 {1—ex , x>0
- 0 _1t:0
dir.
A F(X)
1
x' x'

Bu olasilik dagiliminda 1 birim olasilik (0,00) araligi lizerine dagilmistir. Ayni uzunluklu olan
(4,2) ile (4,5) araliklarindan ilkinin olasiligi daha biiytiktiir.

fe**dx: F(2)—F()> fe**dx: F(5)—F(4)

x-ekseninde saga dogru gittik¢e araliklarin (ayni uzunluklu) olasiliklar1 azalmaktadir, baska bir
ifade ile x-ekseninde saga dogru gittik¢e yogunluk azalmaktadir.

Ornek: Olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi asagidaki gibi olan bir dagilimda, olasilik sifir
etrafinda yogunlagsmis olup, (—3,3) araliginin diginda olasilik hemen hemen sifirdir. Olasilik

yogunluk fonksiyonu sifira gére simetriktir. Olasiligin %350 si sifirin sagindadir.

Grafigi “can egrisi” ismini de tagiyan bu olasilik yogunluk fonksiyonu,



><

f(x)= €2, —00<X<00

3\

dir.

Omek: Asagidaki fonksiyon da dagilim fonksiyonu ozelliklerini tasimaktadir (azalmayan,
sagdan siirekli, limF(x)=0, lim F(x)=1).

0 , x<1
F(x)=
) 1—i , n<x<n+1l,n=12..
n+1
A F0)
1 .._._._._._._._._._._._._._._..._.. ______________________ -
.'ﬁg—
‘._D
-
L 1 | | X:
1 2 3 4

Bu dagilim fonksiyonuna karsilik gelen P olasilik 6l¢iisiinii gdz 6niine alalim.
AeB, Ac(-x,1) i¢cin P(A)=0 dir.
A={n}, n=1223,... i¢in,
PA}) = F(n)- lim F(n-h)

U S S
n+1 n) n(n+1)
dir. Ustelik,

P(Z") = F’(U{n}) Zn(n D

olup, bir birim olasilik posz tamsayilara karsilik gelen noktalara dagilmistir.



Dagilim fonksiyonu basamak fonksiyonu bi¢ciminde olan dagilimlarda bir birim olasilik
bazi noktalara (sicrama noktalarma) dagilmaktadir. Bu tir dagilimlara kesikli olasilik
dagilimlar1 denmektedir.

Dagilim fonksiyonunun sigrama noktalar1 X =1,2,3,... olmak iizere,

f(X)=FX)—F(x)= , X=12,3,..

X(1+X)
fonksiyonuna bu dagilimin olasilik fonksiyonu denir.
Bu derste gorecegimiz olasilik dagilimlar ya siirekli, ya da kesikli olacaktir.

Omnek: Asagidaki fonksiyon dagilim fonksiyonu o6zelliklerini (azalmayan, sagdan siirekli,
limF(x)=0, lim F(x)=1) tasimaktadir.

0 , x<0
1
F(x)= 5 0<x<1
1, x=>1
F(x)
1_ ......... '
—
é X,
1

Bu dagilim fonksiyonuna karsilik gelen olasilik dl¢iisii P olsun.
L 1
PAON =F()-F(0)=7

P -FO-F) =3

ve x¢{0,1} icin P({x}) =0 dir. Bir birim olasilik 0 ile 1 noktasindadir ve esit miktardadir.
An{0,} =9 i¢in P(A)=0 dir.



