BEKLENEN DEGER ve VARYANS

Tammm X bir rasgele degisken ve g :R — R bir fonksiyon olmak iizere,

) X kesiklive > |g(x)|f(x)<oo oldugunda,

xeDy
E(g(X))=2 g(x)f(x
xeDy
i) X siirekli ve T\ (x)| f (x)dx <o oldugunda,

E(9(6)= [ 900 1 (x)ex

sayisina g (X) in beklenen degeri denir.

Tanim X bir rasgele degisken, CeR ve Kk bir dogal say1 olmak tizere:

a)

] degerine X ‘in C ye gbre K ‘inci momenti,
by E Xk) degerine X ‘in k ‘inci momenti,

E|(x-
(
c) E(X
[
[

) degerine X ‘in beklenen degeri,
X EX ] degerine X ‘in varyansi,
)(X =2)--+(X —k+1)] degerine X ‘in K ‘inci garpimsal momenti

Alisagelmis olarak bir X rasgele degiskenin beklenen degeri x4, veyasadece y, varyansi ise
Var(X), 0% veya sadece o ile de gosterilmektedir. Varyansin karekdkiine standart sapma
denir ve bir X rasgele degiskenin standart sapmas1 o, veya sadece o ile gosterilmektedir.

Ornek X rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu,
Xt ., x>1

0 , d.y.
olsun.

2" 3

=— <
2

j x| f(x)dx —j X3Xxdx =

1
oldugundan, X in beklenen deger1 vardir ve

3x?

= O:[O xf (x)dx :;f x3x‘dx = = g

1



dir. >3 igin I|X|a 3x*dx integrali raksak oldugundan X rasgele degiskenin 3 ve 3 den

biiyiik olan momentleri yoktur.

Teorem a,beR olmak iizere,
a) E(aX+b)=aE(X)+b
b) Var(aX +b)=a%Var(X)
¢) Var(X)=E(X?)-(E(X))’
Ispat: a) Kesikli halde,
E(a+bX)=> (a+bx)f(x)=ad>_ f(x)+b) xf (x) =a+bE(X)

1 E(X)

siirekli halde,
E(a+bX)=f(a+bx)f(x)dx=aff(x)dx+bfxf(x)dx:a+bE(X)

—00

1 E(X)
dir.
b)  Var(@aXx +b)=E aX +b—E(@X +b) °=E aX +b—aE(X)—b ’
—E aX —aE(X) *=a’E X —E(X) * =a®ar(X)

Var(X)=E(X —E(X))’ = E(x2 —2XE(X)+(E(X))2)= E(X?)-2E(X)E(X) +(E(X))’

=E(X?)-(E(X))’
Ornek X rasgele degiskenin olasilik fonksiyonu

f(x)=% , x=-2,-10,12,3

olsun.
3

E(X)=2. (X):(—Z)X%+(—1)><%+O><%+lx%+2x%+3x%:%

X=—2

3 1 1 1 1 1 1 19
E(xz)zxz_:zxzf (x)=(—2)2x€+(—1)2><6+02x€+12><6+22><6+32><g:E

3 1 1 1 1 1 1 27
E(X3)=) xX*f(X)=(-2Px =+ (-1’ x =+ 0 x =4+ x =+ 2x =+ Fx = ="
( ); ()()XG()XG A -
19 1 35
Var(X)=E(X?)—(E(X)’ ==—(3)* ==
(X) =E(X?)—=(E(X)) 5 (2) o
dir.



Ornek X rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu,

x* , x>1
f(x)=
0 , dy.
olsun.
] 0 —2®
I |x| f (x)dx :j X3x*dx = 2
—0 1 — 1
oldugundan, X in beklenen degeri vardir ve
3x2|”

o0 o0 3
E(X)= [ xf (x)dx=[ x3x*dx = =
(X) :|;x (x)dx _[ X3x*dx == >

1

dir. >3 igin j|x|a 3x*dx integrali iraksak oldugundan X rasgele degiskenin 3 ve 3 den
biiyiik olan momentleri yoktur.

e e}

-1
3X _3

E(Xz) = T x? f (x)dx :Tx23x4dx =
—0 1

1
olmak iizere, X rasgele degiskenin varyansi,

Var(X) = E(X?) — (E(X))? = & —(g)z :g

dir. Bir rasgele degiskenin varyansinin var olmasi i¢in ikinci momentinin var olmasi yeterlidir.

Ornek X rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu,
2x2 ., x>1
F(x)=
0o , d.y.

oldugunda X in birinci momenti (beklenen degeri) var ve

o0

2x7t

=2

E(X)= T xf (x)dx =T X2x%dx =

1

olup, ikinci momenti, dolayisi ile varyansi yoktur.

Ornek X rasgele degiskenin olasilik fonksiyonu,

f(x)=e_xft, x=012,... (A>0)

: Ay X
NI 5 o :
olsun. E |X| <00 oldugundan X in biitiin momentleri vardir.
- X
x=0 .

X in beklenen degeri,



X —/\)\x B 00 7)\Ax 7/\ o )\x -1 50 An B
S0= D = e ey
dir. X?=X(X-1)+X ifadesinden faydalanarak,
E(X?)=E[X(X-1)]+E(X

:XZ:(; x! +A
0 _ -4 X
:ZX(X 1)e*2 2

elde edilir. Buradan,
Var(X)=E(X?)-(EX)’ =2
bulunur.

Ornek X rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu,
1 es | x>0
5

f(x)=

0 , d.y.

olsun.

. (x)dx _xLe sax = - fvalu
R

0u Y
dv

f( —e 5)dx—fe 5dx—— =5
5o
= T x f(x)dx =T X’ %e;dx =uv| —.[vdu
—0 0

Ou Y
dv

XOO

=—X% 5 f( —e 5)2xdx 2fe 5xdx_10f e 5xdx_50

0
ve



Var(X)=E(X?]-(EX) =50-5"=25
elde edilir.

Ornek Bir giinde 5 parga isleyen bir torna makinasi i¢in kusursuz olarak isledigi pargalarin
sayist X olsun. X in olasilik fonksiyonunun

f(x)= {i](g)x(%js_x , x=012,34,5

X 0 1 2 3 4 5
5\ Ay iy | 1 20 | 160 | 640 | 1280 | 1024
f(x)= [J(gj (gj 3125 | 3125 | 3125 | 3125 | 3125 | 3125

oldugu bilinsin.
5

E(X)=>_xf(x)=0x 20 160 640  , 1280 . 1024 ,
x=0

1 2 3 _
3125 T 3125 T2 3125 T 3125 23125

L,
3125
Var(X)=E (X —4)? :i(x—4)2f(x)

, 1 , 20 , 160 , 640 , 1280
=(0-4)" x +@0-4)" x—+(2-4)" x +(B—-4)"x +(4—-4)" x +((5B-4) =

3125 3125 3125 3125 3125 3125 5
Islenmemis parcani alis degeri @, isleme masrafi b, kusurlu islenmis par¢anin hurda degeri
¢ ve kusursuz islenmis parganin satis degeri d olmak lizere giinliik kazancin beklenen degeri
nedir?
K rasgele degiskeni giinliik kazanc1 gostermek {izere,

K =-5(a+b)+(5—-X)c+Xd =5(c—a—b)+(d —c)X

olarak ifade edilebilir.

E(K)=E(5(c—a—h)+(d-c)X)=5(c—a-b)+(d -c)E(X)
Var(X) =Var (5(c—a—b)+(d —c)X ) =(d —c)*Var(X)

olmak iizere, drnegin islenmemis par¢anin alis degeri a=100 TL, isleme masrafi b =100 TL,
kusurlu islenmis par¢canin hurda degeri C=10 TL ve kusursuz islenmis par¢anin satis degeri
d =310 TL oldugunda,
K=5(c—a-b)+(d—-c)X =-950+300X
E(K)=-950+300E(X)=-950+300x4 =250

Var(X) = 300°Var(X ) = 300° x% — 72000

o, =~/72000 =268.3

Giinliik kazancin beklenen degeri, bagka bir ifade ile ortalama giinliik kazang 250 TL dir.
Giinliik kazancin olasilik dagilima,




1 20 160 640 1280 1024
P(X =x) 3125 | 3125 | 3125 3125 3125 | 3125

k =—950+ 300X -950 -650 -350 50 250 550
1 20 160 640 1280 1024

P(K =k) 3125 | 3125 | 3125 3125 3125 | 3125

olmak iizere, bazi giinlerde 550 TL kazang oldugu gibi, 950, 650 ya da 350 TL kayip s6z konusu

olabilir.




