
Rasgele Vektörlerde Beklenen Değer ve Kovaryans 

 

Tanım 1  1 2( , ..., )nX X X  bir rasgele vektör ve g : n   ye bir fonksiyon olmak üzere, 
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sayısına  1 2, ,..., ng X X X  ‘nin beklenen değeri denir. 

 

Tanım 2 1 2( , ..., )nX X X  bir rasgele vektör olmak üzere, 1,2,...,j n  için 
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sayısı jX  nin beklenen değeri olmak üzere,  

 ( , ) ( ) ( ( )) , , 1,2,...,i j i i j jCov X X E X E X X E X i j n  

sayısına iX  ile jX  ‘nin kovaryansı denir.  1,2,...,j n  için ( , ) ( )j j jCov X X Var X  olmak 

üzere , 
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matrisine 1 2, ..., nX X X  rasgele değişkenlerinin varyans-kovaryans matrisi denir. 

 . Kovaryans ij  ( ( , )ij i jCov X X ) ile de gösterilir. 1,2,...,j n  için 

( , ) ( )jj j j jCov X X Var X  dır. 

 

Tanım 3 1 2( , ..., )nX X X  bir rasgele vektör olmak üzere, 
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sayısına iX  ile jX  arasındaki korelasyon katsayısı denir. 1,2,...,j n  için , 1
j jX X olmak 

üzere, 
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matrisine 1 2, ..., nX X X  rasgele değişkenlerinin korelasyon matrisi denir. 

 

 

Teorem 1     a) ( , ) ( ) ( ) ( )i j i j i jCov X X E X X E X E X  
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dır.  

 

İspat:  (Ödev) 

 

 

Örnek 1   1 2 3, ,X X X  rasgele değişkenlerinin ortak olasılık fonksiyonu, 
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olmak üzere, bu beklenen değeri 1X  ‘in marjinal dağılımından da bulabiliriz. 1X  ‘in marjinal 

olasılık fonksiyonu, 
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ve olasılık tablosu, 
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olmak üzere, bu değeri 1 2( , )X X  vektörünün marjinal dağılımından ( 1X  ile 2X  ‘nin marjinal 

ortak dağılımından) da bulabiliriz.  1X  ile 2X  ‘nin marjinal ortak olasılık fonksiyonu, 
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olmak üzere, olasılık tablosu 
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dır. Tablodan görüldüğü gibi, 2X  ‘nin marjinal dağılımının olasılık tablosu, 
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dır. 

 Şimdi 1 2 3, ,X X X  rasgele değişkenlerinin varyans-kovaryans matrisini hesaplamaya 

çalışalım. İlk önce ikişerli marjinal dağılımları elde edelim. Yukarıda, 1X  ile 2X  ‘nin marjinal 

ortak olasılık fonksiyonu, 
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olmak üzere, olasılık tablosu 
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olduğunu bulmuştuk. Ayrıca, 
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değerlerini böyle bir tablodan kolayca hesapladık. 

 

 

 Benzer şekilde, 2X  ile 3X  ‘ün marjinal ortak olasılık fonksiyonu, 
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olup, olasılık tablosu, 
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 1X  ile 3X  ‘ün marjinal ortak olasılık fonksiyonu, 

1 3 1 2 3

2 2

2
1

, 2 3 , , 1 2 3 1 2 3 1 3

0 3

1,21 1
( , ) ( , , ) ( ) (1 ) ,

1,245 15
X X X X X

x x

x
f x x f x x x x x x x x

x
 

olup, olasılık tablosu, 
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 1 2 3, ,X X X  rasgele değişkenlerinin varyans-kovaryans matrisi 
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elde edilir. 

Tanım 4 1 2( , ..., )nX X X  bir rasgele vektör olmak üzere (var olması halinde), 
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fonksiyonuna 1 2( , ..., )nX X X  vektörünün veya 1 2, ..., nX X X  rasgele değişkenlerinin ortak 

dağılımının moment çıkaran fonksiyonu denir. 

 

 

Teorem 2  1 2, ..., nX X X  rasgele değişkenleri bağımsız olduğunda, 
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Sürekli haldeki ispatta  toplamın yerini integral almaktadır. 

 

Sonuç: 1 2, ..., nX X X  rasgele değişkenleri bağımsız olduğunda, 
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 Ortak dağılıma sahip olan ,X Y  gibi iki rasgele değişken için tanımlanan, 
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korelasyon katsayısına, Pearson korelasyon katsayısı denir. ,X Y  korelasyon katsayısı  ile X Y

rasgele değişkenleri arasındaki lineer ilişkinin bir ölçüsüdür. İleride  
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olduğunun ispatını da öğreneceksiniz. , 0X Y  olduğunda  ile X Y rasgele değişkenlerine 

ilişkisizdir denir. ,X Y  korelasyon katsayısı 1 yakın olduğunda  ile X Y  arasında güçlü pozitif 

ilişki, -1 ‘e yakın olduğunda güçlü negatif ilişki vardır denir. Şimdi, iki rasgele değişkenin 

bağımsızlığını ve ,X Y  korelasyon katsayısını örnekler üzerinde irdeleyelim. 

 

 

Örnek 2   ( ,X Y ) rasgele vektörünün dağılımı, başka bir ifade ile ,X Y  rasgele değişkenlerinin 

ortak dağılımı aşağıdaki olasılık tablosu ile verilsin. 
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 Korelasyon katsayısının büyüklüğünü irdeleyelim 
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dır. Görüldüğü gibi, ( ) ( 0) 1P X Y P X Y , yani  ile X Y  arasında tam bir lineer ilişki 

olmak üzere, korelasyon katsayısı , 1X Y  dır.  ile X Y  rasgele değişkenleri arasında pozitif 

bir ilişki söz konusudur. Rasgele değişkenlerden biri büyük değer aldığında diğeri de büyük, 
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dır.  ile X Y  rasgele değişkenleri arasında oldukça güçlü pozitif bir lineer ilişki söz konusudur.  
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dır.  ile X Y  rasgele değişkenleri arasında oldukça güçlü negatif  bir lineer ilişki söz konusudur.  
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dır.  ile X Y  rasgele değişkenleri arasında tam negatif bir lineer ilişki söz konusudur. 
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dır.  ile X Y  rasgele değişkenleri arasında zayıf, negatif  bir lineer ilişki söz konusudur.  

 

 Marjinal dağılımları aynı olan yukarıdaki olasılık dağılımlarını, korelasyon katsayıları 

ile birlikte bir kez daha göz önüne alalım.  
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çarpımı) olduğundan  , =0X Y  dır. 

 

Örnek 3  ( , ,X Y Z ) rasgele vektörünün olasılık yoğunluk fonksiyonu,  

 

   , ,

( )  ,   0 1 , 0 1 , 0 
( , , )

0          ,  . .

z

X Y Z

x y e x y z
f x y z

d y

      
 


 

 

olsun. ve  ( , ,X Y Z ) vektörünün varyans-kovaryans matrisi ile korelasyon matrisini bulalım. 

 

 X  ‘in marjinal olasılık yoğunluk fonksiyonu, 

 

 

1

0 0

( ) ( ) z
Xf x x y e dydz  

                        

1 2

0

11

00 0

( )
( ) ( )

2

1

2
z

y

x y
x y dy x y dye dz y      ,    0<y<1 

 

ve 

  

1
3 2

0

1

0

1 1 7
)

2 3 2 2 12
( ) ( ) (

x

X

x x
x dxE X f x dx x x  



 

1
4 3

2 2 2

0

1

0

1 1 5
)

2 4 2 3 12
( ) ( ) (

x

X

x x
x dxE X f x dx x x  

 2 2 25 7 11
( ) ( ) ( ( )) ( )

12 12 144
Var X E X E X  

 

dır.  

 

 Y  ‘nin marjinal olasılık yoğunluk fonksiyonu, 

 

 

1

0 0

( ) ( ) z
Yf y x y e dxdz  

           

1 2

0

11

00 0

( )
( ) ( )

2

1

2
z

x

x y
x y dy x y dxe dz y     ,    0<x<1 

ve 

 

1
3 2

0

1

0

1 1 7
)

2 3 2 2 12
( ) ( ) (

y

Y

y y
dyE Y yf y dy y y  

 

1
4 3

2 2 2

0

1

0

1 1 5
)

2 4 2 3 12
( ) ( ) (

y

Y

y y
y y dyE Y f y dy y  

 2 2 25 7 11
( ) ( ) ( ( )) ( )

12 12 144
Var Y E Y E Y  

dır.  

  

 

 

 Z  ‘nin marjinal olasılık yoğunluk fonksiyonu, 

 

 

1 1 1 1

0 0 0 0

( ) ( ) ( )zz
Z ef z x y e dxdy x y dxdy  

 

  

11 12

00 0

( ) 1
, 0

2 2

z z z

x

x y
e dy e y dy e z  

 

olup, Z  rasgele değişkeni 1 parametreli üstel dağılıma sahiptir ve 

 
 ( ) 1E Z  

 ( ) 1Var Z  

dır.  

  

  ile X Y  nin ortak marjinal olasılık yoğunluk fonksiyonu, 

 

  
0

, ( ) , 0 1 , 0 1( , ) z

X Y x y e dz x y x yf x y  



olmak üzere,  

 

  , , ,( , , ) ( , ) ( )X Y Z X Y Zf x y z f x y f z     

   

dır. Z  rasgele değişkeni  ile X Y  rasgele değişkenlerinden bağımsızdır. Buna göre, 

 

  
( , ) 0

( , ) 0

Cov X Z

Cov Y Z
 

dır.  

  

 ( , )Cov X Y hesabına gelince, 

   

  
,( ) ( , )X Y dxdyE XY xyf x y  

   

11 1 1 2 2

00 0 0

( ) ( )
3 2

x

x x
xy x y dxdy y y dy  

   

11 2 3

00

1 1
( )

3 2 6 6 3
y

y y y
y dy  

olmak üzere, 

 

 
1 7 7 1

( ) ( ) ( ) ( )
3 12 12 48

Cov XY E XY E X E Y  

dır. 

 

 

( , ,X Y Z ) rasgele vektörünün varyans-kovaryans matrisi 

 

  

( ) ( , ) ( , )

( , ) ( ) ( , )

( , ) ( , ) ( )

Var X Cov X Y Cov X Z

Cov Y X Var Y Cov Y Z

Cov Z X Cov Z Y Var Z

11 1
0

144 48

1 11
0

48 144

1
0 0

25

  

 

ve koralasyon matrisi, 

 



            

1

481 0
11 11

144 144

1

48 1 0
11 11

144 144

0 0 1

R   =

1 -0.27273 0

-0.27273 1 0

0 0 1

 

 

olarak elde edilir. 

  

Teorem 3    1 2, ..., nX X X  rasgele değişkenlerin beklenen değerleri ve kovaryansları mevcut 

olsun.  1 2, ,..., na a a  olmak üzere, 

a) 
1 1

( )
n n

i i i i

i i

E a X a E X  

b) 2

1 1 1 1 1 1

( , ) ( ) 2 ( , )
n n n n n n

i i i j i j i i i j i j

i i j i i j i

Var a X a a Cov X X a Var X a a Cov X X  

dır.  

İspat:   (Ödev) 

 

Sonuç 1:    1 2, ..., nX X X  rasgele değişkenleri bağımsız olduğunda, 

  
1 1

( )
n n

i i

i i

Var X Var X  

dır. 

Sonuç 2:    1 2,X X  rasgele değişkenleri bağımsız olduğunda, 

  1 2 1 2( ) ( ) ( )Var X X Var X Var X  

dır. 
 

 


