Rasgele Vektorlerde Beklenen Deger ve Kovaryans

Tamm 1 (X, X,...,, X,) bir rasgele vektor ve g : R" - R ye bir fonksiyon olmak iizere,
kesikli dagilimlarda ZZ Z‘g Xys Xg oo X )|

QX Xn

X0 XX, (X0 %oy %) toplaminin ve siirekli

[celunee] 0

dagilimlarda _[j “g(xl,xz,...,xn)\ f o, (X X0 X, ) OX,0X,...0x,  integralinin sonlu

olmasi halinde, o
Zz Zg f><1><2 ..... X, (X Xgyes X;)
X% Xn
E[9(X,, X, X,)]= -
jj jg (X0 X0 X0 ) B (X0 X X ) OX X, . 0X,

sayisina (Xl, ) ST Xn) ‘nin beklenen degeri denir.

Tamm 2 (X, X,..., X)) bir rasgele vektor olmak tizere, j=1,2,...,n i¢in

Z Z Z ijfxl,xz,...,xn(X1’X2’---axn) ;Xjij(xj)

X j—l XJ+1 Xn

E(X,)=

TT ij Fsy (X0 X X ) X 0X X0 0 Ixj ij(xj)dx

sayist X nin beklenen degeri olmak lizere,
Cov(X;, X;)=E X;—E(X;) (X;—-E(X})) , ,j=12..,n
sayisina X; ile X; ‘nin kovaryansi denir. j=1,2,..,n i¢in Cov(X;, X;)=Var(X;) olmak
lizere ,
Cov(X,,X,) Cov(X;,X,) -+ Cov(X;,X,)
Cov(X,,X,) Cov(X,,X,) --- Cov(X,,X,)

Cov(X,,X,;) Cov(X,,X,) - Cov(X,,X,)
matrisine X,, X,..., X, rasgele degiskenlerinin varyans-kovaryans matrisi denir.
Kovaryans oy (0 =Cov(X;,X;)) ile de gosterilir j=12..,n igin

o; =Cov(X;, X;)=Var(X;) dir.

Tamm 3 (X, X,..., X)) bir rasgele vektor olmak iizere,
Cov(X;, X))
Px; x; =
j \/\/ar(Xi)Var(Xj)

sayisina X; ile X arasindaki korelasyon katsayisi denir. j=1,2,...,n igin P X; =1olmak

,Lj=212,..,n

lizere,



1 Px,x, 7 Px.x,
1 ...
R_ Px%,x1 . sz',xn
Px,x,  Px,x, " 1

matrisine X, X,..., X, rasgele degiskenlerinin korelasyon matrisi denir.

Teorem1 a) Cov(X;, X;)=E(X;X;)—E(X;))E(X))
b) a,b,c,d € R olmak iizere,
Cov(aX; +b,cX; +d) =acCov(X;, X;)

al
ani+b,CXj+b :mpxl,xj
dir.

Ispat: (Odev)

Ornek 1 X, X,, X, rasgele degiskenlerinin ortak olasilik fonksiyonu,

X =12
1 x,=0,1,2
fxl,xz,x3(x11 X5, Xs) :E X1(X2 +X3) , )(23 12

olsun.

00 = 3 s, O ) =05 5 gl )= £35S 0 +0)

X ><2 x3 X =1 X = Ox3

szl( X, +3) = Zl5><f =§

><1 =1x%,=0

1 X, =0 X3=1

olmak iizere, bu beklenen degeri X, ‘in marjinal dagilimindan da bulabiliriz. X, ‘in marjinal

olasilik fonksiyonu,

1
fxl(x1) ZZ X1(X2 +X3):§ » % =12
Xo = Ox3—1
ve olasilik tablosu,
X, 1 2

fo(x) | 13| 273

olup
1 2 5
E(X)=1x=+2x=-==
(X)=Ixo+2xo=2

dir.
E(X,X,)degerini hesaplayalim.



X, (% + %)

E(XX) =D 0> > X%y o x (%%, %) ZZZ&X

X, x2 x3 X =1 X =0 X3=1

ED DD RACEEES

x1 1x2 0 x3=1
2 19

ZZXI(ZX +3X,) = Z 2 =3

X =1 Xo=0

olmak iizere, bu degerl (X, X,) vektoriniin marjmal dagilimindan ( X, ile X, ‘nin marjinal

ortak dagilimindan) da bulabiliriz. X, ile X, ‘nin marjinal ortak olasilik fonksiyonu,

X =12
Fox, (%X )—Z Pk (%0 Xz,xg)—;%xi( : +><3)— GRS
olmak tizere, olasﬂlk tablosu
X \ % 0 1 2 F (%) =
P(Xl = X1)
1 3/45 5/45 7145 15/45
2 6/45 10/45 14/45 30/45
fy, (%)= 9/45 15/45 21/45 1
P(Xz = Xz)
olup,

2 2
E(X1X2) = ZZXlXZ fxl,xz (Xv Xz)

X =1 X=0

=1x0x f, , (LO)+1xIxf, , LY +1x2xf, \ (L2)+2x0xf,  (2,0)+2x1xf, , (21)+2x2xfy , (2,2)
3 5 7 6 10 14 95 19
=IX0OX—+1IxIX—+1Ix2Xx—+2x0x—4+2xIx—42%x2X— =—=—
45+ 45+ 45 * 45 + 45 * 45 45 9

dir. Tablodan goriildiigli gibi, X, ‘nin marjinal dagiliminin olasilik tablosu,
X, 0 1 2
fXz (x,) 9/45 | 15/45 | 21/45

olup,
E(XZZ)ZOZX%+12X%+22X‘21_;:2_2
Var(X}) = E(X3) —(E(X,))" = o2~ GO =22
dir.

Simdi X, X,, X, rasgele degiskenlerinin varyans-kovaryans matrisini hesaplamaya
¢alisalim. Tlk 6nce ikiserli marjinal dagilimlari elde edelim. Yukarida, X, ile X, ‘nin marjinal

ortak olasilik fonksiyonu,



2

X =12
fxl,xz(xl.xz):;fx1,x2,x3(x1,xz,x3)—;45x1( 2+><3)— $@6+3) 512
olmak tizere, olasilik tablosu
X\ X, 0 1 2 f (%)=
P(X;=x)
1 3/45 5/45 7145 15/45
2 6/45 10/45 14/45 30/45
fy, (%)= 9/45 15/45 21/45 1
P(X,=X,)
oldugunu bulmustuk. Ayrica,
E()=2 . E(XD=3 , Var(X)=:
57 76 171
E(X,)==—, E(X? _—,Va
(X)=2 . E(XD)=g2 . Var(X,) =
19
E(X X,)==—
(XX) =5
olmak tizere,
19 5 57 32
Cov(X,, X,)=E(X,X E(X EX— —
(%0 X,) = EQGX) —E(X)E(X,) == =22 =25
degerlerini boyle bir tablodan kolayca hesapladik.
Benzer sekilde, X, ile X, ‘iin marjinal ortak olasilik fonksiyonu
X, =0,1,2
x2 x3(X2'X3) Efxl Xy, x3(X1 Xz’xs) E Xl(X ‘I'Xs) (X2+X3) ' ’
145 X; =12
olup, olasilik tablosu,
X, \ X, 0 1 2 fy, (%)=
P(X;=Xx,)
1 1/15 2/15 3/15 6/15
2 2/15 3/15 4/15 9/15
fy, (%)= 3/15 5/15 7115 1
P(X; =)
ve
19
E(X —
(X)) =1
24 8 42 14 6
E(Xy))=—===, =—= . Var(X,)=—
(X)=f==¢ . EX)=1t=% (%)=




30
E(X,Xg) = - =2

19 8 2
Cov(X,, X3) = E(X,X;) —E(X,)E(X,;) = Z_Exg = _%
dir.
X, ile X, ‘lin marjinal ortak olasilik fonksiyonu,
2 1 1 X =12
fxl,xg (Xz’ Xs) = zx; fxl,xz,xg (Xv X2 Xs) = ;IS Xi(XZ + Xs): EX1(1+ Xs) ’ X, =1, 2
olup, olasilik tablosu,
X3 \ X 1 2 fy, (%)=
P(Xs — Xs)
1 2/15 4/15 6/15
2 3/15 6/15 9/15
fy (%) =P(X, =x) 5/15 10/15 1
ve
5 8 40
E(xl):§ ) E(Xs)zg ) E(xlxz):E
40 5 8 0

Cov(X,, X;) =E(X X;) —E(X)E(X,)=——=x==
(X, X9) = E(X,X) - EQGE(X,) =1~

dir.
X,, X,, X, rasgele degiskenlerinin varyans-kovaryans matrisi

Cov(X,, X;) Cov(X,, X,) Cov(X,,X,) Var(X;)  Cov(X,,X,) Cov(X;,X,)
¥ =|Cov(X,, X;) Cov(X,,X,) Cov(X,,X;)|=|Cov(X,,X,) Var(X,) Cov(X,,X,)

Cov(X;, X;) Cov(X;, X,) Cov(X,, X;)| [Cov(X,, X,) Cov(X;,X,)  Var(X,)
2 32
9 21 022222  0.084444 0
:% % —735 —|0.084444 059556 —0.026667
> 6 0 —0.026667  0.24
0o <% =
75 25

ve koralasyon matrisi,



32
1 —2l__ 0
2 1
7><7
9~ 2025
32 2
R—=|——21 1 ___ 15
2 171 171 6
V9™ 2025 2025~ 25
2
0 —n 1
171 6
2025 25
1 0.61644 0
=|061644 1  —0.18732
0  -0.18732 1

elde edilir.
Tanim 4 (X, X,..., X,) bir rasgele vektor olmak iizere (var olmasi halinde),

My xox (bt ty) = E @WrerstX) o hot t) 0t <h

fonksiyonuna (X, X,...,X,,) vektoriinin veya X, X,...,X
dagiliminin moment ¢ikaran fonksiyonu denir.

, rasgele degiskenlerinin ortak

Teorem 2 X, X,..., X, rasgele degiskenleri bagimsiz oldugunda,

E gl(Xl)gz(XZ)"'gn(xn) =E gl(xl) E gz(xz) «.E gn(xn)
dir.

Ispat:
E 6,(X)0,(X)-9,(X,) =D "o > 0,06 95(%)--8, (%) T, ... x, (4 %0000 %)

4 X X

=20 (%) T (%)) 2 82(%) T, () D8, (%,) F (X))

=E gl(xl) E gz(xz) E gn(xn)
Stirekli haldeki ispatta toplamin yerini integral almaktadir.

Sonuc: X, X,..., X, rasgele degiskenleri bagimsiz oldugunda,



E X, X, X, =E X, E X, ..E X,
Cov(X,, X,) = E(X,X,) —E(X,)E(X,) = E(X,)E(X,) —E(X)E(X,) =0, i=j, i,j=12,.,n

~ Cov(X;, X)) 0
P x; = \/\/ar(xi)Var(Xj) B

i, 0, j=12..n

Mxl,xz,,,,xn (tl,tz...,tn):E etlxletzxz_”etnxn) —E et1X1 E etzxz E etnxn :Mxl(tl)MXZ (tz)"'MXn (tn)
dir.

Ortak dagilima sahip olan X,Y gibi iki rasgele degisken i¢in tanimlanan,

Cov(X,Y)
Jvar(X)var(Y)

Pxy =

korelasyon katsayisina, Pearson korelasyon katsayisi denir. py  korelasyon katsayis1 X ile' Y

rasgele degiskenleri arasindaki lineer iliskinin bir dlciisiidiir. ileride

_1§ley <1

oldugunun ispatin1 da greneceksiniz. py y =0 oldugunda X ile Y rasgele degiskenlerine
iliskisizdir denir. py  korelasyon katsayisi 1 yakin oldugunda X ile Y arasinda giiclii pozitif

iligki, -1 ‘e yakin oldugunda gii¢lii negatif iliski vardir denir. Simdi, iki rasgele degiskenin
bagimsizligini ve py  korelasyon katsayisini 6rnekler lizerinde irdeleyelim.

Ornek 2 (X,Y )rasgele vektoriiniin dagilimi, baska bir ifade ile X,Y rasgele degiskenlerinin
ortak dagilimi asagidaki olasilik tablosu ile verilsin.

X\ 'y 0 1 2 fy (%)
0 1/8 1/8 1/8 3/8
1 1/8 0 1/8 2/8
2 1/8 1/8 1/8 3/8
f, (y) 3/8 2/8 3/8 1

fyy (1,1) =0, f,®= % , @ zé olmak tizere,

o, (L) = f, (1) f, (1)

oldugundan X ile Y bagimsiz degildir. Fakat,
E(X)=1 E(Xz):%

E(Y)=1 E(Yz)z% , Var(Y) =

, Var(X)=

0| oo



E(XY)=1 , Cov(X,Y)=E(XY)—E(X)E(Y)=0
olup,

pxy =0
dir. Gorildigi gibi korelasyon katsayist  py y = 0 olan iki rasgele degisken bagimsiz
olmayabilir. Iki rasgele degiskenin bagimsizligi ile iliskisizligi arasinda,

X ileY bagmsiz = py y =0

onermesi dogrudur.
Korelasyon katsayisinin biiyiikliigiinii irdeleyelim

X\y 0 1 2 fX(X)
0 3/8 0 0 3/8
1 0 2/8 0 2/8
2 0 0 3/8 3/8
f, (y) 3/8 2/8 3/8 1
E(X)=1 | E(xz)z% , Var(x)zg
EM=1 . E¥)=3 . Var()-¢
14 6
E(XY):E , Cov(X,Y):E(XY)—E(X)E(Y)zg
olup,
6
Px.y :—68 6 =1
7X7
8

dir. Gorildiigi gibi, P(X =Y)=P(X —Y =0) =1, yani X ile Y arasinda tam bir lineer iligki
olmak iizere, korelasyon katsayist py y =1 dir. X ile Y rasgele degiskenleri arasinda pozitif

bir iliski s6z konusudur. Rasgele degiskenlerden biri biiyiik deger aldiginda digeri de biiyiik,
biri kii¢lik deger aldiginda digeri de kiiciik deger almaktadir.

X \ y 0 1 2 fx (X)

0 2/8 1/8 0 3/8

1 1/8 1/8 0 2/8

2 0 0 3/8 3/8

f, (y) 3/8 2/8 3/8 1
olmas1 durumunda,

14 6

E(X)=1 , EX )=§ : Var(X):g

EM=1 . EN)=3 . Var()-¢

E(XY)z%, Cov(X,Y):E(XY)_E(x)E(Y):g



olup,

oo | ol
ol

=—~0.83="%83

Pxy =

o3}

6 6
7X7

8 8
dir. X ileY rasgele degiskenleri arasinda oldukga giiglii pozitif bir lineer iliski s6z konusudur.

x\ Y 0 1 2 | f,(x
0 0 1/8 2/8 3/8
1 0 1/8 1/8 2/8
2 3/8 0 0 3/8
f.(y) | 3/8 | 2/8 | 38 1
olmasi durumunda,
14 6
E(X)=1 . EX ):E : Var(X)=g
E(V)=1 , E(Yz):% , Var(Y):g
E(XY)zg | Cov(X,Y):E(XY)—E(X)E(Y):_g
olup,
5
pyy=——8— 2 083— u83
"6 6 6
7><7
8 8
dir. X ileY rasgele degiskenleri arasinda oldukga giiglii negatif bir lineer iliski s6z konusudur.
X\ Y 0 1 2 | f,(x
0 0 0 3/8 3/8
1 0 2/8 0 2/8
2 3/8 0 0 3/8
f, (y) 3/8 2/8 3/8 1
olmas1 durumunda,
2 14 6
E(V)=1 E(YZ):% , Var(Y)zg
E(XY):% . Cov(X,Y)= E(XY)_E(X)E(Y):_S
olup,
6
8
£
7X7



dir. X ileY rasgele degiskenleri arasinda tam negatif bir lineer iliski s6z konusudur.

X\ 'y 0 1 2 [ f.0
0 1/8 1/8 1/8 3/8
1 0 1/8 1/8 2/8
2 2/8 0 1/8 3/8
f(yy | 38 | 2/8 | 38 1
olmas1 durumunda,
14 6
E(X)=1 . EX ):E : Var(X)=g
E(Y)=1 , E(Yz):% , Var(Y):g
E(xv):g , Cov(X,Y):E(XY)—E(X)E(Y):_%
olup,
2
Px .y :i:—l ~ —0.33=-%33
’ 6 6 3
7><7
8 8

dir. X ileY rasgele degiskenleri arasinda zayif, negatif bir lineer iliski s6z konusudur.

Marjinal dagilimlar1 ayni olan yukaridaki olasilik dagilimlarini, korelasyon katsayilari
ile birlikte bir kez daha g6z Oniine alalim.

X\ 0 2
0 38 | 0 0

1 0 | 2/8 0

2 0 0 38 | pyy =1
X\ Y 2

0 0 3/8

1 0 | 2/8 0

2 38 | 0 0 | pyy=-1
X\ 0 1 2

0 208 | 1/8 0

1 18 | 1/8 0

2 0 0 38| pyy = %83
X\ y 0 1 2

0 0 | 18 | 28

1 0 | 18 | 18




2 38 | 0 0 | pyy =—%83

x\ y 0 [ 1 2
0 s | 18 | 18
1 0 | 18 | 18
2 28| 0 | 18 | py,,=-%33

X\ y o [ 1 | 2
0 1/8 1/8 1/8
1 1/8 0 1/8
2 1/8 1/8 1/8 Px Y:O

ve
X\ y 0 1 2 | ()
0 0/64 | 6/64 | 9/64 | 38
1 6/64 | 4/64 | 6/64 | 2/8
2 0/64 | 6/64 | 9/64 | 3/8
f(y) | 38 | 258 | 38 1

olmast durumunda X ileY rasgele degiskenleri bagimsiz (ortak olasiliklar marjinallerin
¢arpimi) oldugundan py =0 dir.

Ornek 3 (X,Y,Z) rasgele vektoriiniin olasilik yogunluk fonksiyonu,

Xx+ye?, 0<x<l,0<y<l, z>0
frvz(Xy,2)= (x+Y) y
0 , d.y.

olsun. ve (X,Y,Z) vektoriiniin varyans-kovaryans matrisi ile korelasyon matrisini bulalim.

X ‘in marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu,

0= [ [ (x y)e vz

1

o

1 1 2
— [ xeydy [e2dz= [(x+y)d _(x+y)
[x+y y[e z [x+y y="—"

— y + 1 , O<y<1
y=0 2

ve

X 1 3 ) 1
E(X) = [ xfy (X)dX:fX(X+%)dx:[%+%_] _T

T 0



b r 1 ‘9 5
E(Xz):fXZfX(X)dX:fXZ(X—i——)dX—[X +_X_] >

J ) 2 3 12
J— 2 _ 2___ .
Var(X) = E(X) — (E(X))’ = — () =
dir.
Y ‘nin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu,
1 ~©
fy(y)= (X+y)e*dxdz
Il
1 T 1 (x+y2[ 1
(x+y)dy | e?dz= [ (x+y)dx= =y+= , 0<x<1
[ '[ jo‘ 2 x=0 2
ve
b r 1 Y1y 7
=)= [ = | y(y+§>dy:[§+ﬁ]y0:E
1 1
5 _ [ y2 ~ (v(y+hay | Y Y] _5
=)= [y o= [y (y+2>dy—[4 55 -5
_ AN 2 ~ 2 11
Var(Y) = E(Y*) —(E(1))’ =5 — (5" ===
dir.

Z ‘nin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu,
11 11

f,(z)= (X+y)e*dxdy = * (X + y)dxdy
I I

2 !
(G0 I PO [y+1]dy=ez 20
x=0 0 2

1
:e*Zf
0

olup, Z rasgele degiskeni 6§ =1 parametreli iistel dagilima sahiptir ve

E(Z)=1
Var(zZ) =1
dir.

X ile Y nin ortak marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu,

ey W) = [(x+y)edz=x+y , 0<x<1,0<y<l
0



olmak iizere,

fevz (XY, 2)=f, (X, y)f,(2)
dir. Z rasgele degiskeni X ileY rasgele degiskenlerinden bagimsizdir. Buna gore,

Cov(X,Z)=0
Cov(Y,Z)=0
dir.

Cov(X,Y) hesabina gelince,

(e ele o]

E(XY)= [ [ xyfxy (x y)ixdy

—00—00

11

= [ [ xy(x+ y)dxdy = ] y

0 0

[oe+3fo-c+ 2

NG x2 [
iy |d
(3 +y 2)xo] y

1
3

y=0
olmak tizere,

1 7.7 1
Cov(XY) =E(XY)—E(X)E(Y) =2 ——xm=——
(XY)=E(XY)—E(E(V) =5 -5 %5 =43

dir.

(X,Y,Z) rasgele vektoriiniin varyans-kovaryans matrisi

i -1,
var(X) Cov(X,Y) Cov(X,z)] 144 48
5 =|Cov(Y,X)  Var(Y) Cov(Y,Z):;—; %
Cov(Z,X) Cov(Z,Y) Var(Z2) 1
0o 0 —
25

ve koralasyon matrisi,



~1
. 48
1111
144" 144
-1 1 -0.27273 0
R—|——48 1 0 =[-027273 1 0
a 0 0o 1
144" 144
0 0 1

olarak elde edilir.

Teorem3 X, X,...,, X, rasgele degiskenlerin beklenen degerleri ve kovaryanslar mevcut
olsun. a,,a,,...,a, € R olmak iizere,

0 (Y ax |- aE(x)

b) Var[zn:aixi]: Zzn:aiajCov(Xi, X)) :En:af\/ar(xi) +22n: zn: aa,Cov(X;, X;)

i1 =1 i— i—1 j=itd

dir.
Ispat: (Odev)

Sonuc1: X, X,..., X, rasgele degiskenleri bagimsiz oldugunda,

Var[ixi]:iVar(xi)

dir.
Sonuc¢ 2: X, X, rasgele degiskenleri bagimsiz oldugunda,

Var (X, £ X,) =Var(X,) +Var(X,)
dir.



