Baz Kesikli Olasiik Dagilimlar:
Hatirlatma: (Q,U, P) bir olasilik uzay1 ve

X: Q — R
o —> X(w)
olmak iizere, V. a€R icin,
{weQ: X(w)<a}eU
oluyorsa X fonksiyonuna bir Rasgele Degisken denir.
D, =X(Q)={x:xeR, JweQicin X(w) =X}
olmak tizere, D, kiimesi sonlu veya sayilabilir sonsuz elemanl oldugunda X e kesikli rasgele

degisken (discrete random variable) denir. Bu ders doneminde kesikli dagilimlardan sirasiyla Bernoulli,
Binom, Hipergeometrik, Geometrik, Negatif Binom (Pascal), Poisson ve Diizgiin Dagilim1 gorecegiz.

Bernoulli Dagilinm
Bir deneydeki sonuglar basar1 ya da basarisizlik olarak nitelendirildiginde, boyle

deneylere iki tiir sonu¢lu deney, Bernoulli deneyi veya Bernoulli denemesi denir. Bu
deneylerde,

Q=BUB
U= 2,0B,B
P(B)=p

olmak {iizere, B olayina basari elde etme olay1 ve p olasiligina basari olasiligit ve 0< p<1 igin

g=1-p= P(E) olasiligina basarisizlik olasili denir. Asagidaki gibi tamimlanan X rasgele
degiskenine Bernoulli rasgele degiskeni ve dagilimina da Bernoulli dagilimi denir.

Q.U,P)
B
Q2 /
X
N T .
0 1

X rasgele degiskeninin aldig1 degerler 0,1 olup Dy, ={0,1} dir. X in olasilik fonksiyonu,
f(x)=p*(1-p) " x=01

olasilik tablosu,

X 0 1
f(x)=P(X =x) q P




dagilim fonksiyonu,

ve

E(X?)=Y %1 (x)=02q+1p
Var(X)=E(X*)~E(X)"=p~p*=p(l-p)=pqg
My (t)=E(e%)=De"f(x) =e’.q+e".p=q+ p.e' =1- p+ pe'

dir. Bernoulli dagiliminda, beklenen deger basar1 elde etme olasiligina esittir.

Bernoulli dagilimindaki p (0< p<1) sayisina dagilimin parametresi denir. Bernoulli

dagilimlar1 arasinda varyansi en biiyiik olan dagilim hangisidir ? Bernoulli Dagiliminin varyansi
p ’nin bir fonksiyonudur.

g(p)=pg=p@d—p)=p—p* , O<p<l
g'(p)=1-2p
9'(p) =2

1 . .
olmak tizere, p ZE olan Bernoulli dagilimimin varyansi en biiyliktlir. Parametresi /2 olan

Bernoulli dagilimi en biiyiik varyanslidir.

Bernoulli dagilimimi iki tiir sonuglu deneylerinin modellenmesinde (anlatiminda)
kullaniriz. Ornegin 200 kisilik bir kitlede 120 kisi sigara igmiyor ve 80 kisi igiyor, yani %601
sigara igmiyor olsun. Bu kitleden rasgele bir kisi se¢ildiginde Ornek Uzay,

(= sigara igiyor, sigara icmiyor

olmak iizere, secilen kisinin sigara igmiyor olmasi olayinin olasiligr p=0.6 olup, X rasgele
degiskeni sigara igmeyen igin 1, igen i¢in 0 degerini alsin. X bir Bernoulli rasgele degiskenidir.

Bir olayin olasiligi p olmak iizere, sayisina, bu olayin degiline gore karsitlig1 diyelim.

P

Kisaca sayisina karsitlik (odds) diyelim. (Odds: the ratio of the probability of one event to

that of an alternative event.) Karsitlik (0,00) araliginda bir sayidir. Yukarida sozii edilen kitlede,

0.60 :1.5:%:120180:3:2 dir. Sigara igmeyen 3
1-0.60 80

kisiye karsilik 2 kisi sigara igmektedir. Oliimciil bir tiir kanser tedavisinde %80 olasilikla basar1 elde
ediliyorsa,

sigara igmemenin igcmeye karsitligi

0.80
Karsithik = =4:1
1-0.80
dir.
Bir olay i¢in karsitlik 1 Py ve bagka bir olay i¢in karsithik P, olmak tizere, bu iki olay
M — P,

i¢in



Py

Karsitlik Oramt (Odds Ratio, OR) = 1_p P _ Sl((]i_ 22;
_F2 -+ M

1-p,

olarak tanimlanmaktadir. Oliimeiil bir tiir kanser tedavisinde basari olasiligi, bayanlar i¢in P, =%80,

erkekler i¢in P, =%40 oldugunda, bir bayanin kurtulma olasili1 erkegin iki katidir. Bayanlar igin

Karsutlik, = 080 _4
1-p, 1-080 1

olmak {izere, 4 kurtulan bayana karsilik 1 bayan 6lmektedir. Erkekler icin,

Karsuthk, = P, _ 040 _4_2
1-p, 1-040 6 3

olup, 4 kurtulan erkege karsilik 6 erkek 6lmektedir. Bu karsitliklarin orani,

p, 080 4
~1-p 1-08 1
OR = 5, odo 4 6
1-p, 1-040 6

dir. Tedavi sonrasi bir bayanin kurtulma olasilig1 erkegin kurtulma olasiliginin iki kati, Karsitlik Orani
ise OR=6 dur.

Bir tedavide basar1 orani (olasilig1), sigara igme orani, bozuk iiriinlerin orani, 80 yasin
iizerindekilerin orani, kisaca bir kitlede belli bir 6zellige sahip nesnelerin orani kitleyi karakterize
etmede onemli parametrelerden birisidir. Ayrica bu parametreye bagli olarak Karsitlik ve Karsitlik
Orani gibi kavramlar s6z konusudur. Bir kitlede belli bir 6zellige sahip nesnelerin orani, bir Bernoulli
denemesinde bagari olasiligi p (0 < p <1) olmak {izere, p parametresi bilinmediginde tahmin edilmesi

gerekmaktadir. Bernoulli Dagiliminin p parametresinin tahmin edilmesi problemini bu dersin sonunda
ve O6nilimiizdeki derste ele alacagiz.

Binom Dagilimi

Basar1 olasiligi p olan bir Bernoulli denemesinin ayni sartlar altinda, bagimsiz olarak N kez
tekrarlanmasiyla olusan deneye Binom Deneyi denir.

1. Tura gelmesi basar1 sayilan bir para atiginin 10 kez tekrarlanmasi,
2. Kusursuz parga iiretme olasiligi p =0.99 olan bir makinada 10 tane parga tiretilmasi,
3. Bir atista bagari olasihigi p=0.80 olan bir basketbolcunun 5 atig yapmast,

4. 6 Kirmiz1 ve 4 siyah top igeren bir kavanozdan iadeli olarak 3 top ¢ekilmesi,

birer Binom Deneyidir.



Binom Deneyinde 6rnek uzay,

Q:{BB...B,EB...B,BEB...B 88..5,85..8,...BB..BEB, BBBR..B, BB...BEEE,...,EB..E}
—_— D T ) —_—

n tane n tane n tane n tane n tane n tane n tane n tane n tane

olmak iizere, X rasgele degiskeni n denemede elde edilen basar1 sayisi olsun.

0 bcmm lbasan 2 basar n—1 hmm n bamn

2= BB B,BB..B, BBB B,.. ,BB BB BBB. B, ,BB BBB, ,BB B,BB..B,...,BB..B, BB B

X rasgele degiskeninin aldig1 degerlerin kiimesi,

D, ={0,12,...,n—1n}

ve
P(X =0)=P(BB..B)=qg..q=q"

n tane n tane

n tane n tane n tane

— — . n
P(X =1) = P(BB...B veya BBB...B veya... veya BB..BB) =nq" 'p = [1] ptq"t

o __ _ n
P(X = 2) = P(BBB...B veya... vaya BB...BBB) = [2] p*q"?

n tane n tane

P(X =n) = P(BB...B) = p

olup, X in olasilik fonksiyonu,

f(x)= (ZJ p*q"* , x=0,1,...,n

dir. Moment ¢ikaran fonksiyon,

olmak tizere,



dM, (t n-
E(x):d—)1<)t_0:n(q+pet)lpett_O:np
2 dzMx(t) t\" 2 ( hat " pet
()= oo pe (5 ol o]

=n(n-1) p? +np
Var(X) = E(X?) = (E(X))? =n(n-1) p +np - (np)’

=-np” +np=np(1-p)=npg
dir.
Basar1 olasiligt p olan bir Bernoulli denemesinin ayni sartlar altinda, bagimsiz olarak N kez

tekrarlanmasi deneyinde, yani bir Binom Deneyinde elde edilen basari sayis1 X rasgele degiskeni
olmak iizere, X e Binom Dagilimina sahiptir denir ve X ~ b(n, p) bi¢iminde gosterilir. n =1

icin Binom Dagilimi bir Bernoulli dagilimidir. Bernoulli Dagilimin1 b(l, p) bigiminde
gosterebiliriz.
Binom Dagiliminda iki parametre bulunmaktadir. Birisi n (n€Z™ = 1,2,3,... , digeri

p pe 0,1 CR dir. Bu parametreleri bildigimiz zaman, Binom Dagilimina sahip bir X rasgele

degiskeni ile ilgili olasilik, beklenen deger, varyans ve baska hesaplamalar yapabiliriz. Binom

Dagiliminda parametre tahmini konusunu burada ele almayacagiz. Parametre tahmini konusuna bu ders

yili iginde sik¢a deginecegiz, ancak parametre tahminini Lisans Egitimi diizeyinde IST202 dersinde

goreceksiniz. N =1 i¢in Binom Dagilim1 bir Bernoulli dagilimidir. Bernoulli Dagilimini b(l, p)

biciminde gosterebiliriz.

Ornek 1 Diizgiin bir paranin ii¢ kez atilisinda 6rnek uzay,
Q={YYY,YYT,YTY,TYY,YTT,TYT,TTY,TTT}

olmak iizere, X rasgele degiskeni ii¢ atista gelen turalarin sayisi olsun. Boyle tanimlanan X
. . 1 . . . 1
rasgele degiskeni n=3 ve p= 3 olan Binom Dagilimina sahiptir, yani X ~b(n=3,p= E)

dir. X rasgele degiskenin aldig1 degerlerin kiimesi,
D, = X(©)={0,1L2,3}

olmak tizere, X in olasilik fonksiyonu,

f(x):@@x @ X=012,3

X 0 1 2 3
fX)=P(X=x) | 18 | 38 3/8 1/8

ve olasilik tablosu

dir. X rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu,



F:R—[01]
, x<0

, 0<x«1
X— F(X)=P(X <Xx) =] , 1<x<?2

, 2<x<3

' ©|~N ®| D ©I~ O

: Xx>3

dir. Olasilik fonksiyonu ile dagilim fonksiyonunun grafikleri,

fix)
3/8
1/8 T
X
b 1 2 3
A
F(x)
1 = P ————
7/8 | S
1/8 —<ID : : X
01 2 3 g

ve
E(X)= np:%:l.S

Var(X) = E(X?)—(E(X))? =npg =%=0.75

dir.
Bir torbada esit sayida beyaz ve kirmizi top bulunsun. Cekileni yine torbaya atarak ardi
ardina ii¢ top c¢ekilmesi deneyinde gelen beyaz toplarin sayist X rasgele degiskeni olsun.

wa(n:3,p:%) drr.

Asagidaki Matlab programini gézden gegiriniz.



>>x=0:3

x= 0 1 2 3
>> binopdf(x,3,1/2)
ans =

0.125 0.375 0.375 0.125
>> binocdf(x,3,1/2)
ans =

0.125 0.5 0.875 1

>> stairs(x,ans)

1.5 2

Ornek 2 Bir torna makinasi bir giinde 5 parga islemektedir. Bir pargay1 kusursuz olarak

islemesi olasiliginin p = z oldugu bilinsin. Bir giinde kusursuz olarak islenen parca sayis1 X

rasgele degiskeni olsun. X ~b(n=5,p= g) dagilimina sahiptir. X in olasilik fonksiyonu,

f(x)= [i}(gjx(%)s_x , x=0,12,34,5

olasilik tablosu,

X 0 1 2 3 4 5
S v iyt | L 20 160 | 640 | 1280 | 1024
f(x)= @(gj (gj 3125 | 3125 | 3125 | 3125 | 3125 | 3125
>> x=0:5
X = 0 1 2 3 4 5
>> binopdf(x,5,4/5)
000032 00064 00512 02048 04096 0.32768

ve E(X)=np=4, Var(X) = npq:g:O.Sdlr.

Islenmemis parcanin alis degeri a=100 TL, isleme masrafi b=100 TL, kusurlu islenmis
par¢anin hurda degeri C=10 TL ve kusursuz islenmis par¢anin satis degeri d =310 TL
oldugunda,

K=5(c—-a-b)+(d-c)X =-950+300X
E(K)=-950+300E(X)=-950+300x4 =250

Var(X) = 300°Var (X ) = 300° xg — 72000

oy =~/72000 = 268.3

dir. Giinliik kazancin beklenen degeri 250 TL dir. Giinliik kazancin olasilik dagilima,



X 0 1 2 3 4 5
1 20 160 640 1280 1024
P(X =x) 3125 | 3125 3125 3125 3125 3125
k =—950-+300x -950 -650 -350 50 250 550
1 20 160 640 1280 1024
P(K=k) 3125 | 3125 3125 3125 3125 3125

olmak {izere, bazi giinlerde 550 TL kazang oldugu gibi, 950, 650 ya da 350 TL kayip s6z konusu
olabilir.

Ornek 3 5 segenekli 20 soruluk bir test snavinda sorular rasgele isaretlendiginde,

a) Enaz 10 dogru cevap tutturma olasiligi nedir?

b) Tutturulan dogru cevap sayisinin beklenen degeri nedir?

c) Her dogru cevap i¢in 1 ve 4 yanlis cevap igin -1 puan verildiginde 20 soru
icin beklenen puan nedir?

X-rasgele degiskeni isaretlenen 20 sorudan dogru cevaplananlarin sayisi olsun.

X ~b(n=20, p :%)

f(x)= (Zxoj(%jx(gjmx , x=0,12,...,20

E(X)=np=4

80
Var(X)=npg=_—-=32
ar(X)=npg =

olmak iizere,
20—x

20 20 20 1 X 4
a) P(X>10)=> "f(x)=>" Izl E —0.0025948
x=10 x=10
Matlab kodu:
>>x=10:20;

>>sum(binopdf(x,20,1/5))
ans = 0.0025948

P(X >10) =1—P(X <10) =1— P(X <9) =1— F(9)=0.0025948

>> 1-binocdf(9,20,1/5)
ans = 0.0025948

b) E(X)=np=4

c) K rasgele degiskeni 20 sorudan elde edilen puani gdstersin.



El
4

K=1xX —1/4x(20—X)=>X -5

ve

5 5
E(K)=-E(X)-5=-x4-5=0
(K) =2 E(X)=5=>x

dir.

Ornek 4 4 ¢ocuklu bir ailede kiz cocuklarin sayis1 X rasgele degiskeni olsun.

X ~b(n=4,p=2)

(T 40 s

olmak tizere,

dir. Olasilik tablosu,

X 0 1 2 3 4
OIS 4 6 4 1
(X)‘E X 16 16 16 16 16
ve
E(X)=np=2 , Var(X)=npg=1

dir. 4’er ¢cocuklu 160 ailenin kiz ¢cocuk sayis1 bakimindan dagilisi ne olur?

kiz cocuklarm sayisi aile sayisi (teorik siklik , frekans)
0 10=160x P(X=0)
40=160x P(X=1)
60=160x P(X=2)
40=160x P(X=3)
10=160x P(X=4)
160

N -

Ornek 5 3 beyaz ve 2 siyah top bulunan bir kavanozdan iadeli olarak 10 kez top ¢ekildiginde,
a) Gelen siyah toplarin sayisinin beyazlardan ¢cok olmasi olasiligi nedir?
b) Siyah toplarin beklenen sayis1 nedir?

¢) Siyah top i¢in 100 TL kazanilsa, beyaz top i¢in 50 TL kaybedilse, boyle bir oyunda
kazancin beklenen degeri nedir?

X-rasgele degiskeni 10 ¢ekiliste gelen beyaz toplarin sayisi olsun.



X ~b(n=10, p :g)

f(x)= (1)?j(gjx(§jm_x , Xx=0,12,...,10

E(X)=np=6

Var(X)=npg=24

>>x=0:10
>> binopdf(x,10,3/5)

ans =
0.00010486 0.0015729 0.010617 0.042467 0.11148 0.20066 0.25082  0.21499  0.12093 0.040311 0.0060466

olmak tizere,
10—x

a) P(X <5)=P(X §4):§:[])_(0][§]x [%]

=0.00010486+0.0015729+0.010617+0.042467+0.11148

=0.16624
>>x=0:4,
>> sum(binopdf(x,10,3/5))
ans =
0.16624
10—x
4,(10}(3)"(2
P(X <5 =P(X<4)=F@4)= = [= = 0.16624
e -poc<a-reo- 3 LR
>> binocdf(4,10,3/5)
ans =
0.16624
b) E(X)=np=6
c) K rasgele degiskeni kazang olsun.
K =-50X +100(10 — X) =—150X 41000
ve
E(K) =—150E(X)+1000 =100
dir.

Hatirlatma: X pozitif tamsay1 olsun. a€R i¢in



(a} _a(a-1) (61122)3[;— (x-1)]

9 _ 9x8x7x6

4) 1x2x3x4

7.3 _ 1.3x6.3x5.3x4.3
1x2x3x4

2| 2x1x0x(-1) 0
4 1x2x3x4

2.1) _21x11x(-0.)x(-1.)

4 1x2x3x4
—2) _ (-2)x(=3)x(-4)x(-5)
4 1x2x3x4

Hipergeometrik Dagilim

N tane nesneden a tanesi belli 6zellige sahip olsun. Bu nesnelerden iadesiz olarak ardi
ardia N kez birer nesne ¢ekilmesi veya ayni anda N tane nesne ¢ekilmesi deneyini goz dniine
alalm. X rasgele degiskeni ¢ekilen N nesne arasinda belli 6zellige sahip olanlarin sayisi olsun.

aj(N-a x=012,..,n (n<N-a,n<a)

£ )_(xj(nxj Xx=n—-(N-a),n—-(N-a)+1..,n (n>N-a,n<a)
N " 1x=0,12,...,a (n<N-a,n>a)

[nj x=n—(N-a),n—-(N-a)+1..,.a (n>N-a,n>a)

olmak tizere, X Hipergeometrik Dagilima sahiptir denir.

- S

Ornegin,

>(e)(15-0)-(8)(2)+(s)(3)(e)e)(e)(2)+(e) (o) (e)lg) - (z5)

(8)(4)+(8)(4)+(8)(4)=(22)

dir.




(x—1=y denilsin)

a (N-1)
N (n-1)}(N-n)
I(N=n)!
a.n a
N N
Var (X ) bulmak i¢in énce E




x—2 =y denilsin.

n!(N;n)'
E[X (X -1)]=E(X?) E(X)Za(aN_(l,zn_(Z)_l)
,» a(a-Yn(n-1) a
E(X?)= N(IZI—l) N
Var(X)=E(X?) (E(x))z_a(aN_(l&n_(Z)_l)_ S_(n%jz
_an(N-a)(N-n)
N*(N -1)
B N—nniN—a
"N-1 N N

Hipergeometrik Dagilimda ii¢ tane parametre bulunmaktadir. Bunlar N, @ ve n dir. Bu
parametreleri bildigimiz zaman, Hipergeometrik Dagilima sahip bir X rasgele degiskeni ile ilgili
olasilik, beklenen deger, varyans ve baska hesaplamalar yapabiliriz.

Ornek 1 Bir torbadaki 10 toptan 6 tanesi beyaz olsun. Ayni1 anda 5 top (iadesiz olarak ard:



ardina 5 kez birer top) ¢ekilmesi deneyinde gelen beyaz toplarin sayis1 X rasgele degiskeni
olsun. N =10, a=6,N —a=4, n=5 olmak iizere, X rasgele degiskeninin olasilik fonksiyonu,

L0
T

=12,3,4,5

ve olasilik tablosu,

dir.
Matlab hesaplamasi:
>>x=1:5
X = 1 2 3 4 5
>> hygepdf(x,10,6,5)
ans = 0.02381 0.2381 0.47619 0.2381 0.02381
E(X)=2 k@ 2540 _3

N 10
Var(x): N_nni 1_E :10_5 5x— (1__)_

N-1 N N/ 10-1 10

Ornek 2 Bir is yerinde 8 kadin ve 2 erkek ¢alismaktadir. Rasgele segilen 3 kisi arasinda
erkeklerin sayis1 X rasgele degiskeni olsun. N =10, a=2,N —a =8, n=3 olmak tizere, X rasgele
degiskeninin olasilik fonksiyonu,

e
e

=012

olasilik tablosu,



f - — - _
()= ( j 10) 120 (mj 120 (10) 120
3 3 3 3
ve
EX) =2 ik 2342 206
N
Var(X)zN_nniil—i):M 3x L (__)_28
N-1 N N 10-1 45

dir.

Ornek 3 10 beyaz ve 5 siyah top bulunan bir kavanozdan iadesiz olarak 5 kez birer top (ayni
anda 5 top) ¢ekildiginde,

a) Gelen siyah toplarin sayisinin beyazlardan ¢ok olmasi olasiligi nedir?
b) Siyah toplarin beklenen sayisi nedir?

c) Siyah top i¢in 100 TL kaybedilse, beyaz top i¢in 50 TL kazanilsa, bdyle bir oyunda
kazancin beklenen degeri ve varyansi nedir? Olasilik dagilim1 nedir?

X-rasgele degiskeni 10 ¢ekiliste gelen siyah toplarin sayisi olsun. N =15, a=5, N —a =10
, N=5 olmak tlizere, X rasgele degiskeninin olasilik fonksiyonu,

o) Gl e
W ()

olasilik tablosu,

X 0 1 2 3 4 5

L)
)

f(x)=

Matlab hesaplamast:

>> x=0:5

X = 0 1 2 3 4 5

>> hygepdf(x,15,5,5)

ans = 0.083916  0.34965  0.3996  0.14985 0.01665 0.000333



N 15 3
Var(x):N_nni 1_i :E x> (__)_50
N-1 N N/ 15-1 15 63

dir.

o
H
&)
;__/
/‘ﬁ
=
o
‘_—/

a) P(X>3)= Z = 0.14985+0.1665+0.000333=0.16683

iv)

a b5
) E(X) xS =3

c) K rasgele degiskeni kazang olsun.

K =—-100X +50(5— X) =—150X + 250

ve

E(K)=—150E(X)+250 = —150><§ +250=0

Var(K) =Var(—150X -+ 250) = 22500Var(X) = 22500 x Z—g ~17857

X 0 1 2 3 4 5
f(x) 0.083916 | 0.34965 | 0.3996 | 0.14985 | 0.01665 | 0.000333
k = -150x+250 250 50 -50 -200 -350 -500

g(x) 0.083916 | 0.34965 | 0.3996 | 0.14985 | 0.01665 | 0.000333

dir.

Bu ornekte, ¢ekilisler iadeli olarak yapilsaydi, X rasgele degiskeni Binom Dagilimina
sahip olurdu.

X ~b(n=15, p:%)

1 5

E(X n Ex—=—

(X)=np= X373
1 2 10
Var n 5 =
(X)=npg=5xx =7

P(X >3)=0.20988



X 0 1 2 3 4 5
5Y 1., 2., 0.13169 | 0.32922 | 0.32922 | 0.16461 | 0.041152 | 0.0041152
)= [5)'(3)
Xx)'3 '3
k = -150x+250 250 50 -50 -200 -350 -500

g(k) 0.13169 | 0.32922 | 0.32922 | 0.16461 | 0.041152 | 0.0041152
K =-100X +50(5— X) =—-150X + 250
E(K):—150E(X)+250:—150><§+250:0

10

Var(K) =Var(—150X + 250) = 22500Var(X) = 22500 x 5 ~ 25000

olmak tlizere, X ve K rasgele degiskenlerinin dagilimlari degismis, beklenen degerleri ayni kalmis

ve varyanslari biiyiimiistiir.

Iadeli ve iadesiz cekilisleri karsilastiralim.

N tane nesneden a tanesi belli 6zellige sahip olsun.
Bu nesnelerden iadeli olarak ardi ardina N kez birer
nesne cekilmesi deneyinde Y rasgele degiskeni
cekilen N nesne arasinda belli dzellige sahip olanlarin
sayist olsun. Y Binom Dagilimina sahiptir.

a

Y ~b(n,p==

(n,p N)
f(y)=® p’q™”,y=012..,n
E(Y):np:nx%

a a
Var(Y) = = —x(1——
ar(Y)=npq an><( N)

N tane nesneden @ tanesi belli 6zellige sahip olsun.
Bu nesnelerden iadesiz olarak ardi ardina N kez birer
N tane nesne
cekilmesi deneyini gdz oniine alalm. X rasgele
degiskeni ¢ekilen N nesne arasinda belli 6zellige
X Hiprdeometrik

nesne c¢ekilmesi veya ayni anda

sahip olanlarin sayis1 olsun.

Dagilima sahiptir.
o]
X)L n—=X
f(x) =X 2*)
)

am=%¥nx

N—-n a a
XxXNx—x|1——
N -1 N ( N]

a

Var(X)=

Goriildugi gibi rasgele cekilen nesneler arasinda belli 6zellige sahip nesnelerin sayisinin
beklenen degeri 1adeli ve iadesiz ¢ekilislerde aynidir. Fakat varyanslar birbirine esit degildir.

Iadeli cekilislerde varyans daha biiyiiktiir ( EI — 2 <1).
E(Y) =E(X)
Var(Y)>Var(X)

Toplam nesne sayist N artsin (nesneler ¢ogalsin) ve belli 6zellige sahip olan nesne saylsl%




sabit bir sayiya (% - pj yakinsasin. Bagka bir ifade ile, belli 6zellige sahip olan nesne sayisi

% sabit bir sayiya yakinsayacak sekilde N — oo olsun. Cekilen nesne sayisi n sabit (ayni)

kalsin. Bu durumda,
. N-n
lim
N — N _1
olmak iizere, toplam nesne sayisi ¢cok biiyiik oldugunda,

=1

a a
Var =npg=nx—x(1——
(Y)=npq xNx( N)

Var(X): N _nxnxix(l—i)
N -1 N N

degerleri yaklasik olarak birbirine esit olacaktir. Hatta, toplam nesne sayis1 N oldukca biiyiik
ve ¢ekilen nesne sayisi n buna gore nispeten kii¢iik oldugunda,

olmak tizere,

a a) N-n a a
nx—x|l-— |~ xNX—x|1——
N N N-1 N N
olmaktadir. Ayrica,

f(x)= (i][:—_xaj _— (i]w—_xaj _ al(N-a)in!(N-n)!

(:j B [NJ ~ x!(a=x)!(n=x)I(N-a-n+x)!N!

:[n) (a—x+1)...a£||:|| :2_:;)+)|i|+1)(N —a)

olmak tizere,



lim f(x)=lim

L
N —o0 N =00 [rl:l]

dir. N-—>ow ve %—) p durumunda, Hipergeometrik Dagilimindaki olasiliklar Binom

Dagilimindaki olasiliklara yakinsamaktadir. Bu duruma simdilik, “Hipergeometrik Dagilim,
Binom Dagilimina yakinsamaktadir” diyelim. Bu 6zelligi olasilik fonksiyonlarin grafiklerini
cizerek gormeye calisgalim. N =20, a=8, n=10 olan Hipergeometrik Dagilim ile

8
b(n=10,p= 0= 0.40) Binom Dagiliminin olasihk fonksiyonlarmmin grafikleri (mavi-

hipergeometrik, kirmizi-binom),

0.4 T T 3 3 T T T T T
0.35- ° m
0.3 -
0.25 ° s
0.2+ . -
0.15 s
0.1~ -

0.05 [~ . -

o
le
re
1]
»

dir.



1
N =40, a=16, N=10 olan Hipergeometrik Dagilimile b(n =10, p = 4—3) Binom Dagiliminin

olasilik fonksiyonlarimin grafikleri,

0.35
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3

3

0

R ee

N o ee

10

32
N =80, @a=32, N=10 olan Hipergeometrik Dagilim ile b(n =10, p = %) Binom Dagilimimnin olasilik

fonksiyonlarinin grafikleri,
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4
ve N =160, a=64, N=10 olan Hipergeometrik Dagilim ile b(n =10, p = 16%) Binom Dagiliminin

olasilik fonksiyonlarinin grafikleri,

0.35
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dir. Goriildigi gibi, parametreleri N, @, N olan Hipergeometrik Dagilimdaki olasiliklar, N sabit

a
kalma kosuyla, N biiyiidiikge b(n, p = N) Binom Dagilimindaki olasiliklara yaklagsmaktadir.



Toplam nesne sayist1 N biiyiik ve ¢ekilen nesne sayis1 h kiiglik (N gore kiicilik) oldugunda iadesiz
olarak birer birer nesne ¢ekilisi, iadeli yapilmig gibi ele alinabilir.

Geometrik Dagilim

Hatirlatma: Bir deneydeki sonuclar basari ya da basarisizlik olarak nitelendirildiginde, boyle
deneylere iki tir sonuclu deney, Bernoulli deneyi veya Bernoulli denemesi denir. Bu deneylerde,

Q=BUB
U= 2,0B,B
P(B)=p

olmak Uzere, B olayina basari elde etme olayi ve p olasiligina basari olasiligi ve 0< p<1 igin

g=1-p= P(E) olasiligina basarisizlik olasili denir. Basari olasiligi p olan bir Bernoulli denemesinin

ayni sartlar altinda, bagimsiz olarak N kez tekrarlanmasiyla olusan deneye Binom Deneyi denir. X
rasgele degiskeni n denemede elde edilen basari sayisi oldugunda, X ‘e Binom dagilimina sahiptir
denirve X ~b(n, p) bigiminde gdsterilir. Binom dagiliminda,

f(x)= (ZJ p*q"* , x=0,1...,n

M, (t)=E(e")=(q+pe')’
E(X)=np

Var (X )=npq

dir.

Geometrik Dagilim: Basari olasihigi p olan bir Bernoulli denemesi, ayni sartlar altinda, bagimsiz
olarak bir basar1 elde edinceye kadar tekrarlansin. Yapilan deneme sayis1t X rasgele degiskeni olsun.



v

olmak tzere, X rasgele degiskeninin olasilik fonksiyonu,

f (x)=P(X =X) = P(BB...B B) = P(B)P(B)...P(B) P(B) = q*'p

x—1 tane

x—1 tane

dagihm fonksiyonu,

F(X)=P(X<x) , xeR

FO)=>a"'p=1-0", x=1,23,..
-1

M, (t)=E (%)= zX:etXf (x)= gethle

—e'p+e’gp+e”g’p+...= pe' (1+ ge' +(ge' )2 +(ge’ )3 +)

- : (ge' <1, t<-Inq)
1-qe

£ M (0] _pefioae)-pe (o)
="t o (1_ ¢ )2 t=0 = (1_ q)z

p(l-a)+pg _

, X=12,3,...

1

P



o (0] _pe () e 2(1e) e
b T .

p(1-a)’+2pq(1-q) _(1-a)(P—pa+2pg) _1+g

(1-a)’ (1-a)’ P’

dir.

Ornek 1 Bir atici icin belli bir hedefi vurmasi olasiliginin p=0,75 oldugu bilinsin. Atici, hedef bir isabet
alincaya kadar atis yapmaya kararhdir.
a) Hedefi 4 atistan 6nce vurmasi olasiligi ?

b) En az 3 atis yapmasi olasiligi nedir?
c) 10 atis yaptigi bilindiginde bundan sonra en az 3 atis yapmasi olasihgl nedir?
d) Amacina yaninda bulunan 2 mermi ile ulasmasi olasiligi nedir?

e) Hedefin degeri 200 TL ve bir atisin maliyeti 100 TL olduguna gore, bdyle bir oyunda
kazancin beklenen degeri nedir ? Kazancin olasilik dagihmi nedir?

f) Oyunun dirist olmasi icin hedefin degeri ne olmalidir?

Hedef bir isabet alincaya kadar yapilan atis sayisi X rasgele degiskeni olsun. X Geometrik
Dagilima sahiptir.

- l x—l§ _
f(00=q p—@ : xelo
_1_4 _aq_4
E(X)_p_3 , Var(X)=— 3
1Y3 (1Y3 (1Y 3 63
b) P(X 23)=1-P(X <3)=1— f(l)—f(2)=1—%—gx%=%



P(X 23)=1-P(X <2) =1-F(2) =1—(1—(%j2) =(J -1

<)

> _ _ 12
P(X213/X>10):P(X_13V6X>1O):P(X213)—1 P(XSlZ)_l F(12)_q__ 2

P(X >10) P(X>10) 1-P(X <10) 1-F(0) q“ 16

d) P(X <2)= f(1)+ f(z):%%xzz_

e) Kazang: K =200-100X

E(K) =200-100 E(X)

E(K) = 200-100x 2 = 220
K

Kazancin olasilik dagilimi:

K 100 0 -100 -200 -300

F(k) 7 e Fa Y56 oz

E(K) = %O © Var(K) =10000Var(X) =10000xg _ @

f) Oyunun dirist olmasi icin kazancin beklenen degeri (kazang ortalamasi) sifir olmalidir.

K =a-100.X
E(K) =0 (oyunun dirist olmasz)

0=a-100.E(X)

O:a-@



Negatif Binom Dagilimi

Basari olasihgl p olan bir Bernoulli denemesinin ayni sartlar altinda bagimsiz olarak K basari

elde edinceye kadar yapilmasi deneyini g6z 6niine alalim. X rasgele degiskeni, K basari elde edilinceye
kadar yapilan denemelerin sayisi olsun. X rasgele degiskeninin aldigi degerlerin kiimesi,

D, ={k k+1k+2,.}

Ve

P(X =k)=P(BB...B) = pp...p = p*

k tane

n tane
k deneme k deneme
k—1basart k—1basan
—r —r—
P(X =k +1) =P(BB...BB veya BBB...BB veya
k+1 tane k+1 tane
son
x—1deneme deneme
k—1basar: basan
—_— x=1
P(X =X) = P(l . )= p“ g
k-1
X tane

olup, X in olasilik fonksiyonu,

x1-(k-1)

k deneme
k—1basar
—Ht

... veya BB...BB B) =

k+1 tane

x—1 x—k) mk
[k_l]q 0



f (x):[x_qux‘k p* ,  x=kk+Lk+2,..

dir.0 zaman,
N (X=1) o
X =1
;[k_l]q p
o (x—1
Z[k 1]q”= f=01-q)"
x=k -
dir.

Not: acR ve ke Z"
a]_ax(a—l)x...x(a—(k—l) [5

k] 1x 2 x.x k 3] 1x2x3 ' | 3 1x2x3 3] 1x2x

~ 5x4x3 [5-9]_5.9><4.9><3.9 [2]_2><1><

f(u)=@1+u)?, luj <1 fonksiyonunun McLaurin serisi f (U) = (1+u)* = Z i u’
=0

neZ" igin binom (iki terimli) agilimu:
n

Gru =37 @ =37 @

i- i=0

n_qg"(1 Bn: n L [n][B]X: n[n] nx
9+ p) q(+q) qXZ;Xq x:oqu

k €Z" igin negatif binom agilimi:

T DR ETIES DT SRS

1T O




(1-ge) =) 1 (e)™ . t<-Ing
x=k
Binom Dagilimi ile Negatif Binom Dagilimi isimleri bu acilimlardan gelmektedir.

o (x—1 o (X1
My (0 =EE") =3 ¢ [:_Jq“ P pet)kxgkj[:_l] (@)

etk 1 ety K pe' k B
= (pe’)"(1—qe’) || t<—Ing

Dikkat edilirse, Geometrik Dagilim k=1 icin Negatif Binom Dagiliminin 6zel bir halidir.

Ornek 2 Bir aticiigin belli bir hedefi vurmasi olasiliginin p=0,75 oldugu bilinsin. Atici, hedef (¢ isabet

alincaya kadar atis yapmaya kararhdir.
a) 4 atis yapmasi olasilig nedir?

b) En ¢ok 4 atis yapmasi olasiligi nedir?
c) En az 4 atis yapmasi olasihgl nedir?

d) Amacina yaninda bulunan 5 mermi ile ulasmasi olasiligi nedir?

e) Hedefin degeri 200 TL ve bir atisin maliyeti 100 TL olduguna gore, boéyle bir oyunda

kazancin beklenen degeri nedir ? Kazancin olasilik dagilimi nedir?



f) Oyunun dirist olmasi icin hedefin degeri ne olmalidir?

Hedef (ic isabet alincaya kadar yapilan atis sayisi X rasgele degiskeni olsun. X Negatif Binom
Dagilimina sahiptir.

f(x) =(;:ﬂ&]3 (%)3 , x=3,45,..

E(X)=—=4 , VMOQ:Eg:g

k

p p’
4-1 1\ (3) 81

) P(X:4):(3—1](Zj (Zj " 256

P (4-1)1)"(3Y
v s (G- ( T 022

27 148
P(X 24)=1-P(X <4)=1-f(3)=1-2- ==
c) P( ) (X <4) €©) YRETT

apocso= s =22 ()2 () -

e) Kazang: K =200-100X

E(K) =3x%200-100 E(X) = 600-100X
E(K) = 600-100x 4 = 200

Kazancin olasilik dagilimi:

K 200 100 0 100 -200
108 8 8 135 567
f (k) 256 256 512 h0a8 > A6asa

E(K)=200 Var(K)=10000Var(X)=1ooooxg=40200

f) Oyunun dirist olmasi icin kazancin beklenen degeri (kazang ortalamasi) sifir olmalidir.

K =3a-100.X
E(K) =0 (oyunun durist olmas:)



0=3a-100.E(X)
0=3a-400
400
a=—r
3



