POISSON DAGILIMI

Poisson Dagilimu siirekli ortamlarda (zaman, alan, hacim, ... ) kesikli sonuglar veren ve
asagida a),b),c) siklarinda belirtilen 6zelliklere sahip deneylerin modellenmesinde kullanilan
bir dagilimdir. Ornegin :

1) Belli bir zaman araliginda bir yoldan gecen arabalarin sayisinin gézlenmesi,

2) Belli bir zaman araliginda bir radyoaktif maddenin 1ginladig1 pargacik sayisinin
gbzlenmesi,

3) Belli bir zaman arliginda bir magazaya gelen miisterilerin sayisinin
gozlenmesi,

4) Seyrek rastlanilan bir hastalik i¢in belli bir zaman araaliginda bu hastaliga
yakalananlarin sayisinin gézlenmesi,

5) Belli bir bolgeye diisen gok cisimlerinin sayisinin gézlenmesi,
6) Belli bir bolgede bulunan yaban hayvanlarinin sayisinin gézlenmesi,

durumlarinda Poisson Dagilimi1 kullanilabilir. Poisson bir matematik¢i ismi olup puason
olarak telafuz edilir.

Poisson Dagilimi ile ilgili agiklamalar1 ortamin zaman olmasi halinde yapalim. (0, t] zaman

araliginda meydana gelen sonuglarin (bir olayin gergeklesme) sayist X olsun. Sonuglari ortaya
cikaran deney ile ilgili agagidaki 6zellikler gegerli olsun :

a) Kiigiik At uzunluklu bir zaman araliginda bir basari elde etme olasilig1 At ile orantilidur.

b) Kiigiik At uzunluklu bir zaman araliginda iki veya daha ¢ok basar1 elde etme olasiligi
yaklagik olarak sifirdir.

c) At uzunluklu ayrik araliklar i¢in elde edilen sonuglar bagimsiz birer Bernoulli
Denemesidir.

(O,t] zaman araliginda meydana gelen sonug sayisi X , kesikli bir rasgele degisken olmak
iizere, X ‘in aldig1 degerler x =0,1,2,... dir. X ‘in olasilik fonksiyonunu bulmaya ¢alisalim.

(O,t] araligin1 yeterince kiigiik At uzunluklu, n ZALt tane alt aralig1 parcalayalim. Belli bir

parcada 0 veya 1 tane sonug ortaya ¢ikabilir diyebiliriz. At zaman araliginda bir sonug ¢ikmasi
veya cikmamasi bir Bernoulli Denemesi olup, sonucun ortaya ¢ikmasi olasihigi At ile

orantilidir. Bu olasilik, ¢ bir sabit olmak tizere, p =CcAt olsun. (O,t] araliginda n tane At

uzunluklu ayrik aralik bulunmakta ve bu araliklarda bagimsiz sonuglar veren p = CAt

olasiliklt Bernoulli Denemeleri ger¢eklesmektedir. O zaman (O,t] araliginda elde edilen
t

sonuglarin sayisi b(n=E, p=CAt) Binom Dagilimina sahip olacaktir. At—0 igin



nzi—mo, np:LCAt:Ct:A olmak tizere, b(n=
At At

olasiliklarin limitleri Poisson Dagilimindaki olasiliklar1 verecektir. Bagka bir ifade ile, (O,t]

i, p =CcAt) Binom Dagilimindaki

zaman araliginda meydana gelen sonug sayisi olan ve Poisson dagilimina sahip olan X rasgele

degiskeninin olasilik fonksiyonu,
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X Poisson Dagilimina sahip bir rasgele degisken oldugunda,
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olmak tizere,



E(x)= MO _ gergren| _ g
dt t=0 t=0
2
E(X?) = aM, () MZ( ] (€' )2 e’ =1+
ae |, t=0

Var(X) =E(X?) —(EX) =4+ A2 - A* =4
dir. Poisson Dagiliminin parametresi olan A (4 € (0,o0)) sayist ayn1 zamanda dagilimin

beklenen degeri (ortalamasi) ve varyansidir. A parametresinin bazi degerleri i¢in Poisson
dagiliminin olasilik fonksiyonunun grafikleri asagidaki gibidir.
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Ornek 1 Bir hastanenin acil servisine 10 dakikalik bir zaman araliginda ortalama 3 hasta

0.14 ¢

0.12

0.1

0.08

0.06

0.04

0.02

1

]

1

]

® 0 o000 icocoeicoeooséooesiéoossiéoe

0.08

0.06

0.04

0.02

0

0.08
0.07
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02

0.01

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

20

25

30

35

40

45

50

L]
°r r r

oo 0060 0@

® %0 600006000 0é000se

0 5 10 15 20

35

40

45

50

(0] 5 10

50

® o6 000 060000 &

(o] 5 10

50



gelmektedir. Bu zaman araliinda,
a) hasta gelmemesi olasiligi nedir?
b) bir hasta gelmesi olasilig1 nedir?
C) enaz 5 hasta gelmesi olasilig1 nedir?

10 dakikalik bir zaman araliginda gelen hasta sayis1 X ‘in A =3 olan Poisson Dagilimina
sahip oldugu diisiiniilebilir. X ‘in olasilik fonksiyonu,

-3 X
F0=22  x=012..
x!

olmak iizere,
a) P(X =0)=e°=0.049787

3
b) P(X =1)= &3 _36=0.14936
1l

¢) P(X <5)=1—P(X <5)
=1-f(0)- f()-f(2)- f(3)-f(4)
e°3 e°3 e°F e’ 73

S T TR TR TR
=0.18474

dir.

>> x=0:4 ; 1-sum(poisspdf(x,3))

ans = 0.18474

Ornek 2 Bir kentin iginde bir ayda ortalama 300, bir giinde ortalama 10 trafik kazasi
olmaktadir. Belli bir giin i¢in meydana gelen kaza sayisinin,

a) 10

b) 10 dan az

c) 10 dan ¢ok
olmasi olasilig1 nedir?

X — bir glinde meydana gelen kaza sayisi olsun. X ‘in 4 =10 olan Poisson
Dagilimina sahip oldugu diisiiniilebilir. X ‘in olasilik fonksiyonu,

e—lolox

, Xx=0,1,2,...
x!

f(x)=

olmak tizere,
a) P(X =10)=¢°=0.049787
9 e—lolox

b) P(X <10)=P(X <9)= > ~—

=0.54207

>>x=0:9 ; 1-sum(poisspdf(x,10))
ans = 0.54207

10 e—lolox
¢) P(X >10)=P(X >11) =1- P(X <10) =1-

x=0 x!

=0.41696

>>x=0:10 ; 1-sum(poisspdf(x,10))
ans = 0.41696



Ornek 3 Bir daktilografin yazdig1 bir sayfalik bir yazida hatali karakter sayis1 (X) 1=0.5
ortalama ile Poisson dagilimina sahiptir. Bu kisinin yazdigi bir sayfalik bir yazida,

a) hi¢ hata olmamasi

b) 1 hata olmasi

C) hata sayisinin 5 den ¢ok olmasi
olasilig1 nedir?

X ‘in olasilik fonksiyonu,

e—0.5 O5X

, Xx=0,1,2,...
X!

F)=

olmak tizere,
a) P(X =0)=e"°=0.60653

-0.5 1
b) P(X <1) =2 _ 030327
4 e70.50 5x
c) P(X >5)=1-P(X <4)=1-)" = =0.00017212
x=0

>> x=0:4 ;1-sum(poisspdf(x,0.5))
ans = 0.00017212

Ornek 4 Belli bir iiriiniin kusurlu olmasi olasilig1 0.0001 dir. Uretilen 20000 adet iiriin icinde
kusurlu olanlarin sayisinin 5 den ¢ok olmast olasiligi nedir?

X rasgele degiskeni 20000 tane iiriin i¢cinde kusurlu olanlarin sayis1 olsun. Bir iirliniin
kusurlu olup olmamasi digerlerinden bagimsiz ise X rasgele degiskeni Binom Dagilimina sahip

olur. X ~b(n= 20000, p=

) olmak iizere,
10000

)

20000
P(X>5)=1-P(X <4)=1- = 0.052644
( ) (X<4 ; X ]{10000 10000]

dir.
>>x=0:4 ; 1-sum(binopdf(x,20000,0.0001))
ans = 0.052644

n—oo, p—0, np— X oldugunda, b(n, p) Binom Dagilimindaki olasiliklar Poisson
Dagilimindaki olasiliklara yakisar (Odev). O zaman, biiyiik n ve kiiciik p i¢in b(n, p) Binom
Daglim ile ilgili olasilik hesaplamalar1 yaklasik olarak A =np olan Poisson Dagiliminda

yapilabilir. Buna gore, yukaridaki olasilik hesabi i¢in A=np= 20000X10(1)00 =2 olmak
lizere,
4 efz 2)(
P(X >5)=1-P(X §4):l—z =0.052653
x=0
dir.

>>x=0:4 ; 1-sum(poisspdf(x,2))
ans = 0.052653
DUZGUN DAGILIM



Bir X rasgele degiskeni aldig1 degerleri esit olasilikla aliyorsa diizgiin dagilima sahiptir
denir. Diizgiin dagilima sahip bir X rasgele degiskeninin aldig1 degerler X =X, X,,..., X, olmak

iizere olasilik fonksiyonu,

f(x):% yOX=XL K X, (X <X, <. <X)

olasilik tablosu,
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dir.

Ozel olarak X ‘in aldig1 degerler, x=1,2,...,n oldugunda,
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Ornek 1 Diizgiin bir tavla zar1 atilmas1 deneyinde iiste gelen nokta sayis1 X olsun.
X ‘in olasilik fnksiynu,

f(x):% X=12,3,45,6

olasilik tablosu,

x|11 2 3 4 5 6
Wi % % % %
olasilik fonksiyonunun grafigi,

A
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dagilim fonksiyonu,



, Xx<1

, 1<x<6

I
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, X>6

0, x<1
1 , 1<x<2
6
2
-, 2<x<3
6 —
F(X)=P(X <x) = % . 3<x<4
4 , 4<x<5
6
5
-, 5<x<6
6 —
1, x>6
dagilim fonksiyonunun grafigi,
$ F(
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beklenen degeri,

E(x)="21_841 35
varyansl,
2_
Var(x) =135 5 9167
12 12
standart sapmasi,
oy = 39 ~1.7078
12

dir.

v

Bu zarla oynanan bir oyunda liste gelen her nokta i¢in 50 TL kazanildiginda,
oyunun diirlist olmasi i¢in oyun ka¢ TL ye oynatilmalidir?

K=50X -a
Oyunun diiriist olmasi i¢in E(K) =0 olmalidir.
E(K)=50E(X)-a
0=50x3.5-a
a=175TL

a : oyuna giris icin verilen para.

Ornek 1 Diizgiin dagilima sahip kesikli bir rasgele degiskenin aldig1 degerler,

1.33



1.85
2.16
2.41
2.56
2.81
2.86
2.9
2.96
3.05
3.11
3.12
3.17
3.28
3.32
3.72
4.06
4.18
4.19
5.18
olsun. n =20 olmak iizere, rasgele degiskenin her bir degeri almasi olasiligi 1/20 olup olasilik
fonksiyonu,

f(x)=2—10 , % =133,x,=185,...,%,=518

ve dagilim fonksiyonu,

0 , X <X 0 , x<133

F(x)= ! , X SX<X, ,1=12,..,n-1= 1 ;X SX<X, ,1=12..19
n 20
1, XX, 1 X>5.38

dir. Dagilim fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir.

>> x=[1.33 1.85 2.16 2.41 2.56 2.812.86 2.90 2.96 3.05 3.11 3.12 3.17 3.28 3.32 3.72 4.06 4.18 4.195.18];
>> stairs( x,(1:20)/20)
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Dirac Dagilim
(Bir Noktada Yogunlasmis Dagilim)

(QU,P)

D1/

(©,U, P) bir olasilik uzay1 olmak iizere,
X: Q —> R
o —> X(w)=c
gibi bir rasgele degiskenin dagilimina bir noktada yogunlagmis dagilim denir. Esasinda X
rasgele degiskeni ¢ degerini alan sabit bir fonksiyondur. D, ={c} olmak iizere, X rasgele
degiskenin olasilik fonksiyonu,

f(x)=1, x=c
olasilik tablosu,
X c
f(x)=P(X =x) 1
dagilim fonksiyonu,
0, x<c
F(x)=
) {1, X=cC
ve
E(X)=> xf(x)=c
Var(X) =E(X-E(X))?=E(X -c)’ =D (x-c*f(x) =(c-¢)21=0
M, () =E@E*)=> e f(x)=¢" , teR
dir.

¢=0 oldugunda sifir noktasinda yogunlasmis dagilim ortaya ¢ikmaktadir. Sifir
noktasinda yogunlagmis dagilima Dirac dagilim1 denir.



(.U, P)

L\ 1/

Dirac dagiliminin olasilik fonksiyonu,
f(x)=1, x=0

olasilik tablosu,

X 0
f(xX)=P(X =Xx) 1

dagilim fonksiyonu,

0, x<0
F(x)=
1,x21

ve
E(X)=0, Var(X) =0 ,

M, (t)=1,teR

dir. Dirac dagiliminin olasilik fonksiyonu ile dagilim fonksiyonunun grafikleri,

f(x)

Vx

dir.



Baz1 Kesikli Dagilimlar

Diizgiin Dagilim o.f. 1
S X=X, Xy X,
n
n eXit
m.¢.f. Zl n teR
5
ortalama X = J_n
(% _K)Z
varyans = o
parametre X, Xpron X €ER, NE{l2,...}
Bernoulli Dagilimi o.f. p* (1~ p)H, x=0,1
b(L p) mef 1-p+pe' ,teR
ortalama p
varyans p(1-p)
parametre pe(01), ne{l2..}
Binom o.f. n nex
§ p*(1-p) ", x=0,1,..,n
b(n, p) m.¢.f. (1— P+ pet)n  teR
ortalama np
varyans np(l— p)
parametre pe(0D,nefl2,..}
Hipergeometrik o.f. a)(N-a N
x )L n—x n
m.c.f. acik bigimi yok
ortalama nx-2
varyans N_nxnxix(l—i)
N -1 N N
parametre N,a,ne{l2.}, a<N,n<N




Poisson o.f. U
¢4 x=042,
X!
m.¢.f. A(et—l)
e ,teR
ortalama A
varyans A
parametre A €(0,)
Geometrik o.f. (1-p)" p, x=12,.
m.¢.f. pe'
— , t<-In(l-
—a-p)e d-p)
ortalama 1
p
varyans 1-p
p2
parametre pe(0])
Negatif Binom o.f. -1 .
g [X jpk (1-p)", x=K,k+1,...
k-1
m.g.f. t k
pe
— | , t<-In(1-
{1—(1— p)et] _—
ortalama k
p
varyans k@d-p)
p2
parametre pe©D, kefL2..}




