Diizgiin Dagilm
Bir X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu (0.y.f.),

1
f(0=16,-6,
0 , dy
bi¢imine oldugunda, X ‘e diiziin dagilima sahiptir denir ve X ~U(4,,6,) bi¢iminde

, 6 <x<6,

gosterilir.
Diizgiin dagilima X ~U (6, 6,) rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu,

0 . X<,
X—6
2 1
1 . X206,
beklenen degeri,
0, 219 2
E(X)=J.X 1 ot X1 6 -0) _6+6,
% ! 82_‘91291 0,-6 2 2
ikinci momenti,
0,
E(XZ)ZTX2 dx=_t X1 X(4923—913):¢9§+02¢91+912
5 6.6 6,-6, 3|, 6,-6, 3 3
Ve varyansl,
2 2 2 Y
var() = EX) (O = A (A8 LT

dir.

Ornek1 X ~U(0,10) rasgele degiskenin olasilik yogunluk ve dagilim fonksiyonu,

— , 0<x<10
f(x)=410
0 , dy
0 , x<O0

F(x)=P(X <X) = % , 0<x<10

1
olup grafikleri,



A
J(x)
1/10¢ o
4 i
P(2<X<4)7ff(x)dx :
2 : X
1 [
A
£'(x)
1 :
_____ PR<X <4)= F(4);— F(2)
| X
2 4 10 "
dir. X ‘in beklenen degeri,
E(X)= 0+10 _5

Ve varyansi,

_ 2
Var(X):—(10 0) =@
12 12
dir.

Ornek 2 Bir tiir bocek 6 giin yasadiktan sonra iki giin icinde ayn1 miktarlarda azalip slmektedir.
X rasgele degiskeni bir bu tiirden bir bécegin 6mrii olmak tizere, X ~U (6,8) dir.

1
F(x) = E , B<x<8
0, dy

0 , X<B6

olup grafikleri,



1/2 ................... _G_d)

dir. X ‘in beklenen degeri (ortalamast),

6+8

E(X)= 7

ve varyansi,

(8-6)° _1

Var(X) = B 3

dir.

(0,1) Arahginda Diizgiin Dagilim

(0,1) aralig1 tizerinde diizgiin dagilima sahip olan rasgele degiskeni U harfi ile
gosterelim. U ~ U (0,1) olmak iizere,

1 0 1 0 ,u<0
f(u):{0 ’ zu< F(u=<u ,0<u<l1
O 1 ,ux1



A
S(u)
10 o
u
1
A
F(u)
1 e — s — . — . — . "
! u .
1

E(U):% ,Var(U):%

dir.
QBASIC programlama dilinde RND, Matlab’da rand fonksiyonu U rasgele degiskenin
dagilimindan say1 Giretmektedir. Bir X rasgele degiskenin dagilimindan say1 tiretmek igin,

F~(RND) =inf {x: F(x)>RND ,x e R}
degerleri almabilir. Siirekli bir X rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu, deger kiimesi
iizerinde birebir oldugunda, X in dagilimindan say1 iiretmede F(U), yani F(RND)
degerleri aliabilir. Ornek 2 “deki dagilimdan sayu iiretmek igin
F*U)=6+2U , U=RND¢€][0,])
doniisiimii kullanilabilir.

U=RND




Kesikli bir X rasgele degiskeninin dagilimindan say1 iretmek igin (0,1) arahigi
dagilimdaki olasiliklar oraninda pargalara ayrilip U sayisinin diistiigli araliga karsilik gelen
deger X olarak almabilir. Istatistik amacl bilgisayar paket programlarinda U (0,1) ve diger

dagilimlardan sayi iireten fonksiyonlar hazir halde bulunmaktadir.

Ornek 3 “(0,1) arahigindaki sayilardan restgele biri gekildiginde” ¢ikan sayinin 0,8 “den
biiyiik olmasi olasiligi nedir?
“(0,1) araligindan rasgele ¢ekilen” sayr U olsun. U ~U (0,1) olmak iizere,

1
PMU >0,8)= [1du=uf,, =1-0.8=0.2
0.8

dir.

>> rand(20,5)

ans =
0.95013 0.61543 0.057891 0.015274 0.83812
0.23114 0.79194 0.35287 0.74679  0.01964
0.60684 0.92181 0.81317 0.4451  0.68128
0.48598  0.73821 0.0098613 0.93181  0.37948
0.8913  0.17627 0.13889 0.46599  0.8318
0.7621  0.40571 0.20277 0.41865 0.50281
0.45647  0.93547 0.19872 0.84622  0.70947
0.018504 0.9169 0.60379  0.52515  0.42889
0.82141  0.41027 0.27219 0.20265  0.30462
0.4447  0.89365 0.19881 0.67214 0.18965
0.19343  0.49655 0.72711 0.79482  0.13652
0.68222  0.89977 0.30929 0.95684  0.011757
0.30276  0.82163 0.8385  0.52259  0.8939
0.54167 0.64491 0.56807 0.88014 0.19914
0.15087 0.81797 0.37041 0.17296  0.29872
0.6979  0.66023 0.70274 0.97975 0.66144
0.37837  0.34197 0.54657 0.27145 0.28441
0.86001 0.28973  0.44488 0.25233  0.46922
0.85366  0.34119 0.69457 0.87574  0.064781
0.59356  0.53408 0.62131 0.73731  0.98833

>> sum(sum(ans>0.8))
ans =24

Uretilen bu 100 tane sayidan 24 tanesi 0.8 den biiyiiktiir. “(0,1) araligindan rasgele
¢ekilen” bir sayimnin 0.8 den biiylik olmas1 olasiligi p=0.2 olup, ¢ekilen n=100 say1 i¢inde 0.8
den biiyiik olanlarin beklenen sayist np=100x0.2=20 dir. Uretilen 100 tane say1 ile ilgili
histogram,
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dir. Histogramdaki sinif araliklarinin he biri i¢in beklenen frekans = 100x0.1=10 dur. Beklenen



frekanslar ( f°,i=12,...10) ile gdzlenen frekanslar ( f.%,i =1,2,...10 ) arasindaki farkliligim bir

w (£9_ oY
olgiitii olarak z('f—b') degeri almabilir. Uretilen 100 tane say1 igin bu deger,
i=1 i
g b)? 2 2 2 2 2
12":( fe-1°)  (7-10) L 12-10°  (8-107 (8-10)°  (12-10)
= f° 10 10 10 10 10
2 2 2 2 2
N (8-10) . (11-10) N (9-10) N (13-10) N (12-10)
10 10 10 10 10
dir. Bu degerin biiylikliiglinlin yorumlanmasini ileride 6grenecegiz.

=4.4

Ornek 4 U ~U(0,1) olsun. U sayisini iiretip asagidaki doniisiimlerden faydalanarak ilgili
dagilimlardan say1 iiretebiliriz.
a) X = 10U doniisiimii ile elde edilen X kesikli bir rasgele degisken olup olasilik

fonksiyonu,
1
fx)=— , x=012,..,9
) =15

dir.
b) X = [[10U ]] +1 doniigiimii ile elde edilen X kesikli bir rasgele degisken olup olasilik

fonksiyonu,
f)= L , x=12,..10
10

dir.
c) abeR,a=0 icin X =aU +b doniisiimii ile elde edilen X siirekli bir rasgele

degisken olup,

0 , x<b
F(x)=P(X <x)={P(@U +b<x) , b<x<b+a
1 , Xx<b+a
0 : x<b
:«P(US—X;b) . b<x<b-+a
1 , x<b+a
0 : X<b
X—Db
={—— , b<x<b+a
a
1 : x<b+a
ve
1 b<x<b+a
f(x)=1a '
0, d.y.

olmak tizere, X ~U(b,b+a) dir.



1,U Cre

d) pe(0,1) igin X :{0 U<>F;) dontisimii ile elde edilen X kesikli bir rasgele

degisken olup olasilik fonksiyonu,
p , Xx=1 1-

f(x)= = p‘@-p)*,x=01
(x) {1—p,x:O p*d—p)
dir. X ~Db(l, p) Bernoulli dagilimina sahiptir.

e) X =—InU donisiimii ile elde edilen X rasgele degiskeni igin,

0 , X<0 0 , X<0 0 , X<0
F(x)=P(X <x)= = =
P(-InU<x) , x>0 |PU>e™) , x>0 |1-e* , x>0

ve

e, x>0
f(x)= ’
) 0 ,dy.

dir. X siirekli bir rasgele degisken olup {istel dagilima sahiptir. Ustel dagilimi 6niimiizdeki
derste gorecegiz.

Ustel Dagihim
Bir X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,
1o x>0
f(x)=10
0 , dy
oldugunda X rasgele degiskenine iistel dagilima sahiptir denir. Ustel dagilimin parametresi
0e (O, oo) dir.
Ustel dagilim sahip bir X rasgele degiskeni igin,
» 0 x<0 o | x<0
F(x)=4F%1 X = X
g X
J;;e dx , x=0 |1_g7 . x>0
A %) A F(x)
T Py
1/6

N\
v




1 11 1 a
oI Teirat g
gxd) 4
dM, (t) 2
E(X)=—r o= (D(-0)1-) "] =0
o d°M (t 3 2
e (x?)=- 2| - (2)00-a)*(-0)].-20

Var(X ) =E(X?*)—(E(X))* =20 -0 =&
dir.

Onceki derste gordiigiimiiz gibi, U ~U(0,1) olmak iizere X =—InU rasgele degiskeni
0 =1 olan iistel dagilima sahiptir. Genel olarak, & € (0, oo) icin X =—0InU doniisiimii ile elde

edilen X rasgele degiskeni 6 parametreli tistel dagilima sahiptir. Gergekten, X =—0InU
rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu,

0 , X<0 0 , X<0 0 , X<0
F(X)=P(X <x)= = =
P(—#InU <x) , x>0

PU>e?) , x>0 [1-e? , x>0
olup, bu tistel dagilimin dagilim fonksiyonudur.
U ~U(0,1) olmak iizere, X =—#InU doniisimiinii simiilasyonlarda iistel dagilimdan

say1 Uretmek icin kullanabiliriz. Simiilasyon ile iiretilen sayilarin, gergek diinyadaki olgular
iizerinde gdzlemlerden elde edilen veriler gibi olmadigini bir kez daha hatirlatalim. Onceki

derste, U(0,1) dagilimindan,

>> rand(20,5)

ans=
0.95013 0.61543 0.057891 0.015274 0.83812
0.23114 0.79194 0.35287 0.74679 0.01964
0.60684 0.92181 0.81317 0.4451 0.68128
0.48598 0.73821 0.0098613 0.93181 0.37948
0.8913 0.17627 0.13889 0.46599 0.8318
0.7621 0.40571 0.20277 0.41865 0.50281
0.45647 0.93547 0.19872 0.84622 0.70947
0.018504 0.9169 0.60379 0.52515 0.42889
0.82141 0.41027 0.27219 0.20265 0.30462
0.4447 0.89365 0.19881 0.67214 0.18965
0.19343 0.49655 0.72711 0.79482 0.13652
0.68222 0.89977 0.30929 0.95684 0.011757
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sayilari iiretilip, bunlarin histogrami ¢izildi.
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X =—-5InU doéniisiimii sonucu tiretilen,
>>-5*|og(ans)

ans=
0.25578
7.3237
2.4975
3.6079
0.57537
1.3584
3.9212
19.949
0.98366
4.0518
8.2142
1.912
5.9741
3.0655
9.4567
1.7984
4.8594
0.75406
0.79111
2.6081

sayilari,

24272
1.1663
0.40708
1.5176
8.6787
4.5106
0.33353
0.43378
4.4547
0.56221
3.5004
0.52808
0.98233
2.1932
1.0046
2.0758
5.3652
6.194
5.3766
3.136

14.246
5.2083
1.0341
23.096
9.8704
7.9784
8.0793
2.5226
6.5063

8.077
1.5934
5.8674
0.8807
2.8276
4.9657
1.7638
3.0205
4.0498
1.8223
2.3796

20.908
1.4599
4.0473

0.35313
3.818
4.3536
0.83488
3.2204
7.9814
1.9864
1.1482
0.2206
3.2448
0.63837
8.7735
0.10229
6.5199
6.8851
0.66343
1.5237

0.88297
19.651
1.9189
4.8448

0.92082
3.4377
1.7162
4.2328
5.9435
8.3129
9.9564
22.217

0.56081
8.0687
6.0412
2.0667
6.2867
3.7834
13.684

0.058693

6 =5 olan dagilimdan {iretilmis gibi diisiiniilebilir. Bu sayilar igin histogram,
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dir. Bu sayilar bir X vektoriinde toplandiktan sonra,
>>mean(Xx)
ans =
4.5786
>>var(x)
ans =
23.84
>> sgrt(ans)
ans =
4.8827
elde edilmektedir. 0 =5 olan iistel dagilima sahip bir X rasgele degiskeni i¢in E(X) =25,

o’ =Var(X)=25, 0 =5 dir.

Ornek Belli bir tiir elektronik parca igin yil olarak dayanma siiresi # =5 olan iistel dagilima
sahip oldugu bilinsin. X boyle bir parca i¢in dayanma siiresi olmak iizere, X in olasilik yogunluk
fonksiyonu,

1e7X/5 , Xzo
5

f(x)=
0 , diger yerlerde
dir. X in dagilim fonksiyonu (birikimli olasilik fonksiyonu),

0 , X<0
1—e ™ | x>0
ve olasilik yogunluk fonksiyonu ile dagilim fonksiyonunun grafikleri

F(x) =



' f(x)
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dir. Boyle bir elektronik par¢anin an az 5 y1l dayanmasi olasiligi,

P(X >5)= f %eX’5dx=—eX’5; —e ' ~0,37

5
dir. 10 y1l dayandig bilindiginde bundan sonra en az 5 yil daha dayanmasi olasiligi,

o0

—x/5
—€

jlex’sdx
P(X >15ve X >10) P(X >15) .5

P(X >10) CP(X>100 10 o X5

15 _
0o 72_e

P(X >15/X >10) =

10

dir. Parcanin 10 y1l dayandigi bilindiginde bundan sonra en az 5 yil daha dayanmasi olasiligi,
yeni goreve baslamig bir par¢anin en az 5 yil dayanmasi olasiligina esittir. Genel olarak tistel
dagilimlarda,

P (X>a+x)/(X>a) =P(X >X)

dir. a y1l dayanmis bir parganin bundan sonra en az X y1l daha dayanmasi olasiligi, yeni géreve
baglamig bir parcanin en az X yil dayanmasi olasiligi kadardir. Belli bir anda goérevde olan
parcalarin yeni goreve baslayanlar ile rekabet edebilir olmalar1 bunlar i¢in yipranma olmadigi
anlamina, yani bu pargalarin yaslanmadigr anlamia gelebilir. Birgok elektronik parga bu
ozellige sahiptir. Bunlarin bozulmalarinin sebebi yipranma degil baska etkenlerdir.

Dayanma siireleri birbirinden bagimsiz olan bdyle parcalardan olugmus asagidaki devre
elemanlarinin en az 5 y1l dayanmalari olasiliklar: nedir?
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A (1=12,3,4) olayr i numarali par¢anin en az 5 y1l dayanmasi olay1 olsun.

a)Seri baglanmis parcalardan olusan devre elemaninin en az 5 yil dayanmasi olayi,
A=AnNA

olmak tizere A, A, nin bagimsizlig: altinda,

P(A)=P(ANA)=P(A)P(A)=e"e ' =e*=0.13534
dir.
b) Paralel baglanmis parcalardan olusan devre elemaninin en az 5 y1l dayanmasi olayi,

A=A UA,

olmak tizere A, A, nin bagimsizlig: altinda,

P(A)=P(AUA)=P(A)+P(A)-P(ANA)=P(A) +P(A)-P(A)P(A)
PN +e—l _elet
=2e ' —e?=0.60042
dir.
c) Dort parcadan olusan devre elemaninin en az 5 y1l dayanmasi olayz,

A=(ANA)UANA)
olmak ilizere A, A,, A, A, olaylarinin bagimsizlig: altinda,

P(A)=P (ANA)U(ANA) =P(ANA)+P(ANA)-P (ANA)N(ANA)
—e’te?_e?=2%_e"=0.25235

dir. Bu devre elemanlarmin ortalama dayanma siireleri (dayanma siirelerinin beklenen
degerleri) nedir? Bu sorunun cevabmi Oniimiizdeki yil verebilecek diizeye geleceksiniz.
Simdilik soyle diisiinelim. Bu elektronik pargalar igin,

E(X):5(yll)

Var(X)=0?=25

o=>5(yu)



dir. Yukarida X =—5InU doniigiimii ile tiretilen 100 tane say1, boyle 100 par¢anin dayanma
stiresi olarak diisiiniiliirse bu sayilarin ortalamasinin 5 olmasi beklenir. Yukaridaki 100 tane
sayl i¢cin mean(x) = 4.5786 olmustur. Buna benzer sekilde a), b), c¢) siklarindaki devre
elemanlarinin  ortalama dayanma siireleri hakkinda da bir seyler sdylenebilir. Ornegin
Matlab’da,

>> -5*|og(rand(2,10))

ans =

3.5003  0.98233 1.0046 5.3652 53765 15934  0.88073 4.9657 3.0205  1.8223
052809 2.1932 20759 6.1941 3.1361 58674 28275 17638  4.0498  2.3796

islemi ile a) sikkindaki devre elemanlarindan 10 tanesi i¢in parcalarin dayanma siirelerini
iiretmis olduk. Birinci devre elemanindaki pargalarin dayanma siireleri i¢in 3.5003 ve 0.52809
sayilar1 liretilmis olup, devre elemaninin dayanma siiresi bu iki sayidan kiiciik olani, yani
0.52809 dir. 10 tane devre elemani i¢in dayanma siireleri,

>> min(ans)
ans=
0.52809 0.98233  1.0046 53652 3.1361 1.5934 0.88073 1.7638  3.0205  1.8223

oup, bu 10 tane sayinin ortalamasi,

>> mean(ans)
ans=
2.0097

dir. 50 tane devre elemani simiilasyonunda ortalama,

>> mean(min(-5*log(rand(2,50))))
ans =
2.4875

1000 tane devre elemani simiilasyonunda ortalama,

>> mean(min(-5*log(rand(2,1000))))
ans =
2.4587

ve bagka bir 1000 tane devre elemani simiilasyonunda ortalama,

>> mean(min(-5*log(rand(2,1000))))
ans =
24171

olmak {izere, ortalama dayanma siireleri 5 yil olan iki par¢anin —[J-[J- seklinde seri
baglanmasiyla olusan bir devre elemaninin ortalama dayanma siiresi yaklagik olarak 2.4 yildir
diyebiliriz. Yine simiilasyonla, b) sikkindaki gibi paralel goérev yapan iki par¢anin olusturdugu
devre elemaninin ortalama dayanma siiresi i¢in,

>> mean(max(-5*log(rand(2,1000))))
ans =



7.5873
>> mean(max(-5*log(rand(2,1000))))
ans =

7.4626
>> mean(max(-5*log(rand(2,1000))))
ans =

7.5002
>> mean(max(-5*log(rand(2,1000))))
ans =

7.4301

gibi degerler ortaya ¢cikmaktadir. ¢) sikkindaki devre elemanina gelince,

>> mean(max(min(-5*log(rand(2,1000))),min(-5*log(rand(2,1000)))))
ans =

3.8014
>> mean(max(min(-5*log(rand(2,1000))),min(-5*log(rand(2,1000)))))
ans =

3.7801
>> mean(max(min(-5*log(rand(2,1000))),min(-5*log(rand(2,1000)))))
ans =

3.7231

gibi degerler ortaya ¢cikmaktadir.



