HOMOGEN DIiFERENSIYEL DENKLEME iNDIRGENEBILEN DENKLEMLER
Bu kisimda 6zel olarak
(a;x + by + c)dx + (a,x + b,y + ¢c;)dy =0

seklindeki denklemler ele alinacaktir. Bu denklemin katsayilar1 diizlemde birer
dogru belirtirler. Burada c; ve c, katsayilar1 ayn1 anda sifir olmayacak sekilde
kabul edilmistir. (Dikkat edilirse ¢; = ¢, = 0 durumunda denklem Homogen
Diferensiyel denkleme indirgenir.) Bu tip denklemler katsayilar1 olusturan
dogrularin pararel olmasi ya da kesismesi durumlarina gore iki kisimda
incelenir.
ax+byy+c, =0
ax+b,y+c, =0
dogrularini géz 6niine alalim.
A= a,b, — a,b,
olsun.
I. Durum: Ilk olarak dogrularin paralel olmas: halini géz oniine alalim. Bu
durumda
G _bhoa
a, by, ¢
dir ve dolayisiyla A= 0’dir. Boyle bir durumda katsayilardaki en sade ax + by
ikilisine yeni bir degisken goziiyle bakilir.
a;x+by=u
degisken degistirmesi ile verilen denklem Degiskenlerine Ayrilabilen
Diferensiyel denkleme indirgenir. (Bu doénisimin a,x + b,y =u ile de

tanimlanabilecegine dikkat ediniz.)

II. Durum: A# 0 durumunda dogrular orjinden farkl bir noktada kesisirler.

(Nedenini agiklayiniz.) Bu dogrularin kesim noktasi (h, k) olsun. Denklemde

x=X+h
y=Y+k

oteleme doniisiimleri yapilirsa elde edilen yeni denklem
(a1X + b1Y)dX + (azx + sz)dY =0
biciminde Homogen bir diferensiyel denklem olacaktir. Yeni dogrularin kesim

noktalarinin orjin noktasi olduguna dikkat ediniz.



Ornek 1. (2x —y)dx + (4x — 2y + 1)dy = 0 denkleminin genel ¢6ziimiinii
bulunuz.
Coziim. A= 2(—2) — 4(—1) = 0 oldugundan dogrular pararleldir. Bu durumda
denklemde 2x —y = u degisken degistirmesi yapilirsa 2dx —dy = du ‘dan
dy = 2dx — du olup;
udx + Qu+1)Q2dx —du) =0

= Gu+2)dx—Qu+1)du=0

seklinde degiskenlerine ayrilabilen denklem elde edilir. Buradan,

2u+1

5u+2du=dx

olup basit kesirlere ayirmaile,

1
2+-5 lau=d
5 5ut2 [T

elde edilir. Bu son denklemin integrali;

2 1
§u+£ln(5u+2)—x=c

olup 2x — y = u yerine yazilirsa verilen denklemin genel ¢6zimi
—5x — 10y +In(10x — 5y +2) =¢

biciminde elde edilir. (Burada 25¢’=c alinmistir.)

Ornek 2. (x + 2y — 2)dx — (y — 2x — 1)dy = 0 denkleminin ¢6ziimiinii
bulalim;

x+2y—2=0

y—2x—1=0

dogrular1 icin A# 0 olup dogrularin kesim noktast (0,1)’dir. Buna gore
denklemde

x=X
y=Y+1

dontistimleri yapilirsa elde edilen yeni denklem
(X +2Y)dX — (Y — 2X)dY = 0

seklindeki Homogen diferensiyel denklemdir



dY_2Y+X

dX Y -2X
denkleminde
Y
A
doniisiimii yapilirsa;
ut Xy = 2u+1
u—2
denklemi elde edilir. Buradan da degiskenlerine ayrilabilen
u-—2 dX
Ty L S

denlemine varilir. Bu denklemin integrali alinirsa,
In(u? —4u — 1) + 2InX = Inc

den W —4u—-1DX%*=c

olup,

Y
}=u$ Y2 —4XY —x%=c¢

¢oziimiine ulasilir. Son olarak X = x, Y = y — 1 doniistimleri yerlerine yazilirsa
verilen deklemin genel ¢6ziimu;
y2 =2y —4xy+4x—x?=c

biciminde elde edilir.



BiRINCi BASAMAKTAN TAM DIFERENSIYEL DENKLEMLER

Eger P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0 denkleminin sol yani bir f(x,y) fonksiyonunun
diferensiyelini almakla elde edilebiliyorsa ya da baska bir deyisle

df (x,y) = P(x,y)dx + Q(x,y)dy

olacak sekilde bir f(x,y) fonksiyonu mevcutsa verilen denkleme Tam Diferensiyel

denklem adi verilir.

Eger P(x,y) ve Q(x,y) fonksiyonlar1 siirekli ve xy-dizlemi iizerinde bir
dikdortgensel bolge lizerinde birinci mertebeden siirekli kismi tlirevlere sahipse

verilen denklemin Tam diferensiyel denklem olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul

0P(x,y) _0Q(x,y)
dy  0x

dir.

Verilen denklemi ¢6zmek icin 6ncelikle f{x,y) fonksiyonu

d
£= P(x,y)
of _

denklemlerinden elde edilir. Verilen denklemin genel ¢6ziimii de, c keyfi integral

sabiti olmak lzere;

flay)=c

ile ifade edilir.

Ornek 1. (y + 2xy3)dx + (1 + 3x?y? + x)dy = 0 denkleminin genel ¢6ziimiinii

elde ediniz.



Coziim. P(x,y) = (v + 2xy3®) ve Q(x,y) = (1 + 3x%y? + x) icin

dP(x,y) 9Q(x,y)
———==14+6xy?=—7"-"=
dy +oxy 0x
oldugundan verilen denklem Tam'’dir. Buna gore 0Oyle bir f(x,y) fonksiyonu
vardir ki;
of _ 3
=Yt 2xy (1a)
g—£= 1+3x2y%2 +x (1b)

esitlikleri saglanir. (1a)’da her iki tarafin x’e gore integrali alinirsa;

f,y) =xy +x*y* + h(y)

elde edilir. Son ifadenin y’e gore tiirevi alinirsa;

af 2.,2 !
ay—x+3xy + h'(y)

elde edilir. Dikkat edilirse bu son denklem ile (1b)'nin sol taraflar1 birbirine
esittir. Dolayisiyla sag taraflar da birbirine esitlenerek;

h(y) =1
ve buradan da

h(y) =y +c
bagintis1 elde edilir. Burada c; integral sabitidir. h(y)'nin f(x,y)’'de yerine

yazilmasiyla aranan fonksiyon;
fy)=xy+x*y*+y+c
seklinde elde edilir. Buna gore diferensiyel denklemin genel ¢6ziimu;
xy+x2y3+y=c

biciminde elde edilir.



Ornek 2. 2xe?dy + (1 + e?Y)dx = 0 denkleminin ¢6ziimiinii bulunuz.
Cozum.

WPxY) _ 0y _900Y)
dy d0x

oldugundan denklem Tam diferensiyel denklemdir.

af _ 2y

Pl 1+e (2.a)
aof _ 2y

3y = 2xe (2b)

denklemlerinin ilkinden x’egore integral alinirsa
flx,y) =x+xe? + h(y)

elde edilir. h(y) yi bulmak i¢in yukaridaki denklemden y’e gore tiirev alinirsa,

of "
L — y !
3y " 2xe®Y + h'(y)

elde edilir. (2b)’den,
hW(y) =0=h(y)=c
elde edilir. Buradan verilen diferensiyel denklemin genel ¢6ziim;
x+xe?’ =c¢

biciminde elde edilir.



