BELIRSIZ KATSAYILAR YONTEMI

Bu boéliimde sabit katsayili lineer homogen olmayan

L(D)y = f(x)
denkleminin genel ¢6zlimii i¢in gerekli olan bir 6zel ¢6zlimiin hesabi ilizerinde
durulacaktir; burada
L(D)=D"+a, D"+ -+ a,_,D +a,

dir. Once asagidaki teoremi verelim.

Teorem 1 (Siiperpozisyon ilkesi)

yp1’
y'+p@)y +q)y = fix) (1)
denkleminin (a,b) araliginda bir 6zel ¢6ziimii ve Vp, ayni aralik iizerinde
y'+p@)y' +qx)y = f2(x) (2)

denkleminin bir 6zel ¢6ziimii olsun.
Bu durumda,
Yo = Ypi t Voo
y'+p@)y" +q()y = fi(x) + () (3)

denkleminin (a,b) araliginda bir 6zel ¢6ziimiidiir.

Bu teoreme gore verilen denklemin bir 6zel ¢6ziimiinii bulmak i¢cin homogen
deknlem daha basit pargalara ayrilmaktadir. Her bir parc¢anin bir 6zel ¢6zimi
bulunduktan sonra bu ¢oziimler toplanarak birlestirilir ve bdylece orjinal

denklem i¢in bir 6zel ¢6ziim elde edilmis olur.

Uyar1 1. Teorem 1 dosdogru
y'+p@)y +q@)y = fi(x) + fr(x) + -+ fu(x) (4)
denklemine genisletilebilir. Buna gore
Yop
y'+p@)y’ +q@)y = fi(x)
denkleminin (a,b) lizerinde bir 6zel ¢6ziimii ise, 0 zaman
Yo = Vpy T Vp, T F Vpy

(a,b) lizerinde (4) lin bir 6zel ¢oziimuidiir.



Uyar 2. Teorem 1 in ispatina benzer bir yolla stiperpozisyon kurali
Po(x)y" + Pi(x)y" + P,(x)y = Fi(x) + F(x) (5)

denklemi i¢in de formiile edilebilir:
Yp,» (a,b) lizerinde

Py(x)y" + Py (x)y" + P,(x)y = F1(x)
denkleminin bir 6zel ¢6ziimii ve y,, ayni aralik iizerinde

Po(x)y" + Py (x)y" + P,(x)y = F,(x)
denkleminin bir ozel ¢6zimi ise ozaman y, +y,, , (ab) izerinde (5)

denkleminin bir 6zel ¢6ztimudiir.

s 4
Ornek 1.y, = 916— (—00, 00) lizerinde

5)
x%y" +4xy' + 2y = 2x*
denkleminin bir 6zel ¢6zlimii ve

2
Yp, = 5 aym aralik lizerinde

x%y" + 4xy' + 2y = 4x?
denkleminin bir 6zel ¢6ziimiidiir. Stiperpozisyon ilkesi yardimiyla
x2y" + 4xy' + 2y = 2x* + 4x?

denkleminin (—o0, ) de tanimli olan bir 6zel ¢6zlimiinii bulunuz.
A) f(x) = ke™ olsun.

Kolaylik olsun diye 2. basamaktan sabit katsayili

ay" + by' +cy = ke** (9)
denklemini ele alalim. Burada a ve k sabitlerdir.
Teorem 2.
1) e,

ay" +by'+cy=0 (10)
homogen denkleminin bir ¢6ziimii degilse, o zaman (9) un bir 6zel ¢6ziimii
yp = Ae®*
dir; burada A belirlenmesi gereken bir sabittir.
2) e** (10) un bir ¢6zlimii ama xe** ¢6ziim degilse, ozaman (9)un bir 6zel
¢ozumu

Vp = Axe®*



dir, burada A4 belli bir sabittir.
3) e** ve xe?*, (10) un ¢ozlimleri ise, ozaman bir 6zel ¢6ziim
yp = Ax?e®*

dir, burada A4 belli bir sabittir.

Ornek 1.y" — 7y’ + 12y = 4e?* denkleminin bir 6zel ¢éziimiinii bulunuz.

Coziim. Denkleme iliskin homogen denklemin temel ¢éziimler ciimlesi

{e3%, o*¥}
dir. Buradan e?* homogen diferensiyel denklemin bir ¢6zimi degildir.
Dolayisiyla verilen denklemin bir 6zel ¢oziimii

yp = Ae®*
seklindedir. Bu ¢6ziim denklemde yerine yazilirsa A=2 bulunur. Buradan

yp = 2e%*
dir.
B) f(x) = G(x); G(x) bir polinom olsun.

ay" +by' +cy = G(x),

G(x), k-ymncidereceden bir polinom olsun. Bu denklemin bir y,, 6zel ¢6ziimii

icin asagidaki Teorem verilebilir:

Teorem3.
1) c # O ise,
Yp = Q(x),

olup burada Q(x) k-yinc1 dereceden bir polinomdur.
2) c = 0 ve b=#0 ise,

Yp = xQ(x),
olup burada Q(x) k-yinc1 dereceden bir polinomdur.
3) c = 0 ve b=0 ise,

Yp = x2Q(x),

olup burada Q(x) k-yinc1 dereceden bir polinomdur.



C) f(x) = e™G(x) olsun. Simdi 2. basamaktan sabit katsayili

ay" + by +cy =e*™G(x) (17)
denklemini ele alalim, burada a bir sabit ve G bir polinomdur.
(17) nin genel ¢6zimi

Y=CY1+ Y+ Yy
dir, burada y,, (1) in bir 6zel ¢oziimii ve {y,, y,}
ay”" +by' +cy=0 (18)

homogen denkleminin bir Temel Céziimler Climlesidir.
Bu kesimde y, 6zel ¢6zimiini bulmak i¢in kullanilan prosediir Belirsiz

Katsayilar Yontemi adin1 almaktadir.

Teorem 4.
1) e**, (18) homogen denkleminin bir ¢6ziimii degilse, o0 zaman (17) nin bir
ozel ¢cozimi
Yp = €Q(x)

dir; burada Q(x), G(x) ile ayn1 dereceden bir polinomdur.
2) e“* (18) homogeny denkleminin bir ¢6ziimi ama xe“* degilse, ozaman (17)
nin bir 6zel ¢6zlimii

Yp = xe®Q(x)
dir, burada Q(x), G(x) ile ayni dereceden bir polinomdur.
3) e** ve xe**, (18) in ¢ozlimleri ise, ozaman (17) nin bir 6zel ¢6zimi

Yp = X2%Q(x)
dir, burada Q, G ile ayni dereceden bir polinomdur.
Uyar1 Yukaridaki ti¢ durumun tiglinde de Q nun Kkatsayilarini belirlemek i¢in
uygun y, ve tiirevleri (17) de yerlerine konur ve

ay," + by,' + cy, = e**G(x)
elde edilir. Buradan Q(x) in katsayilarin1 bulmak igin ortaya ¢ikan islemler sikici
olabilir. Bunun yerine asagidaki yol izlenirse, daha az islemle karsilasilir;
y = ue* doniisiimii (17) ye uygulandigi zaman (1). durumda
au”" +p'(@)u’ + p(a)u = G(x) (19)

denklemi bulunur. Bu yeni denklemin bir 6zel ¢éztiimi u, = Q(x) dir; burada Q,

G ile ayn1 dereceden bir polinomdur ve p(A1) karakteristik polinomdur.



(2). durumda
au” +p'(@)u = G(x) (20)
denklemi bulunur. Bu durumda (20) nin bir 6zel ¢6ztimii u,, = xQ(x) dir; burada
Q, G ile ayn1 derecedendir. (3). durumda u lu diferensiyel denklem
au" = G(x) (21)
seklinde bulunur. Bu durumda (21) in bir 6zel ¢6ziimii u, = x*Q(x) seklindedir

ki bu % ifadesi iki defa integere edilirken ortaya ¢ikan integrasyon sabitlerinin

sifir alinmasiyla bulunur.

Ornek. y"” — 3y’ + 2y = e3*(—1 + 2x + x?) denkleminin bir ézel ¢6ziimiinii

bulunuz.

Coziim. Homogen denkleme iliskin bir Temel Céziimler Climlesi,

{e*, e?*}

Buradan e3* in homogeny denklem icin bir ¢6ziim olmadig1 anlagiliyor. O halde
verilen denklem i¢in bir 6zel ¢6ziim
yp = €3*(Ax* + Bx + ()

seklindedir. Burada A, B ve C belli sabitlerdir. Gerekli islemler yapilirsa,

A—l 1 1
2’ 2’ 4

3x 2 1 1

= Yp=e (Ex _EBX_Z)

D) f(x) = P(x)coswx + Q(x)sinwx olsun.

Simdi sabit katsayili

ay" + by' + cy = P(x)coswx + Q(x)sinwx (31)

denklemini géz 6niline alalim; burada P ve Q polinomlardir.

Teorem 5. w pozitif bir say1 olmak iizereP ve Q polinomlar olsun. P ve Q nun en
diistik derecesi k olsun. coswx ve sinwx

ay”" +by' +cy=0 (32)



homogen denkleminin ¢oziimleri degilse, ozaman (31) denkleminin bir o6zel
¢ozumu
¥p = A(x)coswx + B(x)sinwx (33)

dir. Burada, A(x) ve B(x), k-yinc1 dereceden polinomlardir.

Ornek. y” —2y'+c = 5c0s2x + 10sin2x denklemi icin bir &ézel ¢6ziim
bulunuz.

Yp = Acos2x + Bsin2x
seklinde ¢6ziim aranirsa

(—3A — 4B)cos2x + (4A — 3B)sin2x = 5cos2x + 10sin2x

—A=1 B=-2
olarak bulunurlar. Buradan,

Yp = COS2x — 2sin2x
dir.
E) f(x) = e (P(x)coswx + Q(x)sinwx) olsun.
Son olarak sabit katsayili

ay' + by’ + cy = e**(P(x)coswx + Q(x)sinwx)

denklemini ele alalim, burada A # 0 dir.

Béyle bir denklem i¢in y = e**u déniisiimii yapilirsa, bulunacak u lu diferensiyel
denklemin kuvvet terimi P(x)coswx + Q(x)sinwx dir. Dolayisiyle u lu
diferensiyel denklemin bir 6zel ¢6zliimti u, ise, ozaman orjinal denklemin bir 6zel
cozumu

Yy = eMu,

olacaktir.






