Parametrelerin Degisimi Yo6ntemi
Bu boliimde

ag (2)y" + a1 (2)y + az (x)y = f (z) 1)
denkleminin bir 6zel ¢oziimii sabitlerin degigimi veya parametrelerin degigimi
yontemi yardimiyla hesaplanmaktadir; burada ag (z), a1 (z), as (z) katsayilar
ve f(z) bir (a,b) da siirekli ve her = € (a,b) igin ag (z) # 0 dir. Bu yonteme
gore once kargilik gelen homogen

ap (x)y" + a1 (z)y +az (x)y =0 (2)

denkleminin lineer bagimsiz y; (z) ve yz () ¢dziimleri bulunur. Bu ¢dziimlerin
(a,b) de tanimli olduklar: agiktir. Buradan (2) nin genel ¢oziimii

yn = c1y1 (z) + coy2 ()

dir.
Simdi (1) in (a,b) de tanimh olan bir 6zel ¢dziimii

Yp = c1 () y1 () + c2 (2) y2 () (3)

dir; burada

iy +chy2 =0
f@) (4)
ag ()
dir. (4) den &nce ¢} ve ¢4 bulunur. Sonra integralleri alinarak ¢; (x) ve ¢ (z) elde
edilir. Bunlarin (3) de yerlerine yazilmasiyla verilen denklemin bir 6zel ¢dziimii
elde edilir. Not edelim ki burada ortaya ¢ikan integrasyon sabitleri yerine sifir

alinmaktadir.
Ornek 1.

~

c1y1 + caye =

$2y” _ 2$y/ +2y = x9/2

denkleminin bir 6zel ¢oziimiinii bulunuz; burada karsilik gelen homogen den-
kleminin bagimsiz ¢oziimleri y; = = ve y, = 22 dir.

Coziim
Y = ax+cr’
yp = o (@)z+e(r)a®
olup,
/ /2
T+ chz® = 0
5/2

(1) + cy(2x)

T

3/2

Bu sistemden ¢} = 275/2 ve ¢, = 2%/2 bulunur ve integral alinirsa
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c1 ve ¢y = gz"/2



elde edilir. Boylece verilen denklemin 6zel ¢oziimii, ¢; ve cs nin yerlerine yazil-
masiyla
4 92

yp:%-r

olarak bulunur.
Ornek 2. )
1-1
xz(l—lnx)y”—i—xy’—y:i( nz)
x
denkleminin bir ¢zel ¢oziimiinii bulunuz; burada y; = x ve yo = Inz karsihik
gelen homogen denklemin lineer bagimsiz ¢oziimleridir.
Coziim
yp=c1(x)r+co(z)lnz

olup, parametrelerin degisimi yonteminden

drz+chlnz = 0
Ly 1 1—Inz
G F+c— =
1 2 T .’L‘3
. . . , —Inz , 1 . .
sistemi elde edilir, buradan ¢; = —— ve ¢, = —; olup, integrallerinin alin-
x x
Inx 1 -1 o . .
masiyla ¢c; = — 4+ —5 ve co = — bulunur. Bu degerlerin yerlerine yazil-
] 202 4a? x
mastyla bir 6zel ¢oziim
_1-2Inz
Y= 4z

seklinde elde edilir.



Euler Denklemi
A) Ikinci basamaktan bir Euler denklemi, a, b ve ¢ sabitler olmak tizere

az®y” +bry +cy =0 (1)

1

seklinde verilir. y = 2" olsun. y' = ra"~1, ¢ = r(r — 1) 2”2 olmak {izere bu

fonksiyonlar (1) de yerlerine yazilirsa
p(r)y=ar(r—1)+br+c

indisel polinomu ve
p(r)=0

indisel denklemi elde edilir. Bu indisel denklemin koklerinin yapisina gore ¢oziim
agagidaki gibi yazilir:

(i) 71 ve ro farkh ve reel sayilar ise, y (x) = c1z"™ + coz™,

(ii) 1y =ro =rise, y(z) = (c1 + coInz) 2",

(ili) r12 = axif (8 > 0) ise, y (z) = z*[c1 cos (B1lnz) + cosin (Blnz)].
Ornek 1. Asagidaki denklemleri ¢oziiniiz.

a) 2y’ — 2xy’ — 4y = 0,

b) z%y"” — 3zy’ + 4y = 0,

c) 2%y —xy' + 3y = 0.
Coziim

a) Verilen denkleme kargilik gelen indisel denklem p(r) = r> —3r —4 =0
olup, kokleri 71 =4 ve 7o = —1 dir. O halde ¢6ziim

y(z) = cra* + cpr™?

seklinde yazilir.
b) Bu denkleme kargilik gelen indisel denklem p (r) = r? — 4r + 4 = 0 olup,
kokleri ry = ro = 2 dir. Boylece ¢oziim

y(z) = (c1 +caInz) 2

olur.
¢) p(r) =72 —2r+3=0olup, r1 2 = 1 +4v/2 olur ve ¢oziim

yx)=2 [01 cos (ﬁlnx) + co sin (ﬁlnx)} .
B) n-yinci basamaktan bir Euler diferensiyel denklemi
"y ™ + an 12"y 4 ey’ d ey Fagy = f(x)  (2)

seklindedir, burada a;, i = 1,2,...,n reel sayilardir. (2) denklemine x = et

d
doniistimii uygulanirsa zd—y = d—gz veya tiirev operatorleri cinsinden (xD) —
x
Py &Py 2792 .. .
Dy, x T2 = gz Vv (x D ) — D; (Dy — 1) ve boyle devam edilerek (z"D™) —
x

Dy (D1 —1) (D1 —2)...(Dy1 — (n — 1)) yazlarak, denklem degigken katsayil halden



sabit katsayili hale indirgenir; burada D : x e gore tiirev operatorii ve D1 : t ye
gore tiirev operatoridiir.

Ornek 2. 22y" — 3zy’ + 4y = = + 2% Inz denklemini ¢oziiniiz.

Co6ziim. Denkleme x = ¢! doniisiimii uygulanirsa, ¢ bagimsiz degisken olmak
iizere

(D} —4D1 +4) y = €' +te*

seklinde ikinci basamaktan sabit katsayililineer, homogen olmayan bir diferen-
siyel denklem elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii
3

y (t) = (Cl =+ Cgt) €2t =+ et + €e2t

olup verilen Euler denkleminin ¢oziimii

In3

Nz o
6

y(z)=(c1 +eolnz)a? +x +

olur.
C) n-yinci basamaktan bir Euler diferensiyel denklemi

an (az 4+ b)" y ™ +an_1 (az+b)"" "y VDt tay (az 4+ )y +a1 (az + )y +aoy = f (z)
seklinde verilebilir. Bu durumda ax + b = ¢! déniisiimii uygulanarak,

(ax+b)D — aD;
(az+b)°D?* — a*Dy (Dy—1)

(ax—|—b)" D" — a”D1 (Dl — 1)(D1 — (n— 1))

yazilir ve denklem sabit katsayili hale getirilir.
Ornek 3. (z+2)*y” — y = 4 denklemini ¢oziiniiz.

Coziim. Denklem ((:v + 2)2 D? — 1) y = 4 seklinde yazilabilir. Bu denkleme

x + 2 = ¢' doniisiimii uygulanirsa
(D} = D1 —1)y=4

sabit katsayili denklemi elde edilir, bu denklemin ¢oziimii

y(t) = cle(lJr?ﬁ)t + 026<172ﬁ)t —4

olup, verilen denklemin ¢éziimii

1+V5

10+ 90 4 e ()

olur.



