
Laplace Dönüşümleri

Tan¬m 1. f; x � 0 için tan¬ml¬bir fonksiyon ve s bir reel parametre olmak
üzere

F (s) =

1Z
0

e�sxf(x)dx (1)

genelleştirilmi̧s integrali yak¬nsak ise, integralin de¼gerine f fonksiyonunun
Laplace dönüşümü denir ve F = Lffg ile gösterilir.
Örnek 1. f(x) = 1 in Laplace dönüşümünü bulunuz.

Çözüm. (1) den

F (s) =

1Z
0

e�sxdx

= lim
b!1

1� e�sb
s

=

( 1

s
; s > 0;

1; s < 0

elde edilir. Di¼ger taraftan s = 0 için de F (s) integrali ¬raksak olur. O halde

Lf1g = 1

s
; s > 0;

bulunur.

Örnek 2. Lfxg = 1

s2
; s > 0; Lfeaxg = 1

s� a; s > a; Lfsinwxg =
w

s2 + w2
; s > 0; ve Lfcoswxg = s

s2 + w2
; s > 0; oldu¼gunu gösteriniz.

Tan¬m 2. Her x � x0 için

e��x jf(x)j �M

olacak şekilde x0; � ve M > 0 sabitleri varsa, bu durumda f fonksiyonuna
� üstel basamaktand¬r denir.

Teorem 1. f fonksiyonu [0;1) aral¬¼g¬nda parçal¬sürekli ve bir � reel say¬s¬
için � üstel basamaktan ise, bu durumda Lffg Laplace dönüşümü s > � için
mevcuttur.
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Uyar¬1. Yukar¬daki teorem yeter koşullar¬ ifade etmektedir, gerek koşul
içermemektedir. Örne¼gin,

f(x) = xex
2

cos(ex
2

)

fonksiyonu s > 0 için bir Laplace dönüşümüne sahiptir. Ancak � üstel
basamaktan de¼gildir.

Laplace Dönüşümünün Özellikleri

Tan¬m 3. Aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan f fonksiyonuna E� s¬n¬f¬ndand¬r
denir:

(i) 0 � x <1 aral¬¼g¬nda tan¬ml¬d¬r,

(ii) Her kapal¬0 � x � b; b > 0; aral¬¼g¬nda parçal¬süreklidir.
(iii) � üstel basamaktand¬r.

Teorem 2. (Lineerlik Özelli¼gi) s > si; 1 � i � n, için Lffig mevcut
olsun. Bu durumda

Lfc1f1 + c2f2 + :::+ cnfng = c1Lff1g+ c2Lff2g+ :::+ cnLffng; s > s0;

d¬r, burada s0 = maxfs1; s2; :::; sng ve c1; c2; :::; cn sabitlerdir.
Örnek 3. b 6= 0 olmak üzere Lfchbxg Laplace dönüşümünü hesaplay¬n¬z.
Çözüm.

Lfchbxg = Lfe
bx + e�bx

2
g

=
1

2
Lfebxg+ 1

2
Lfe�bxg

=
1

2

1

s� b +
1

2

1

s+ b

=
s

s2 � b2 ; s > jbj :

Teorem 3. (Öteleme Teoremi) Lff(x)g = F (s); s > s0; olsun. Bu
durumda

Lfeaxf(x)g = F (s� a); s > s0 + a;
d¬r.
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Örnek 4. Lfxeaxg Laplace dönüşümünü hesaplay¬n¬z.

Çözüm. Lfxg = 1

s2
; s > 0; oldu¼gundan Lfxeaxg = 1

(s� a)2 ; s > a;

bulunur.

Teorem 4. f 2 E� ve Lff(x)g = F (s) olsun. Bu durumda

Lfxnf(x)g = (�1)n d
n

dsn
F (s); n 2 Z+:

Örnek 5. Lfx 7
2g =?

Çözüm. f(x) =
p
x ve F (s) = Lf

p
xg =

p
�

2
s�

3
2 olmak üzere

Lfx 7
2g = Lfx3

p
xg

= (�1)3 d
3

ds3
F (s)

=
105

16

p
�s�

9
2

elde edilir.

Teorem 5. f 2 E�, Lff(x)g = F (s) ve lim
x!0+

f(x)

x
2 R ise, bu durumda

Lf1
x
f(x)g =

1Z
s

F (t)dt:

Örnek 6. Lfsin 3x
x

g =?

Çözüm. f(x) = sin 3x ve F (s) =
3

s2 + 9
oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa

Lfsin 3x
x

g =

1Z
s

3

t2 + 9
dt

=
�

2
+ arctan

s

3

elde edilir.
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Teorem 6. f 2 E� ve Lff(x)g = F (s) ise, bu durumda

L

8<:
xZ
0

f(t)dt

9=; =
1

s
F (s):

Örnek 7. L
�
xR
0

sinh 2tdt

�
=?

Çözüm. Teorem 2 den Lfsinh 2xg = 2

s2 � 4 hesaplanabilir. O halde Teorem
6 dan

L

8<:
xZ
0

sinh 2tdt

9=; =
2

s(s2 � 4)

dir.
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