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BOLUM 4
VARYANS ANALIZi VE KARESEL
FORMLAR S —



* Regresyon katsayl tahminleri, tahmin edilen ortalamalar ve artiklar, matris gésteriminde
sunulmaktadir.

* Hepsi, orijinal Y gozlemlerinin dogrusal fonksiyonlaridir.

* Bu bolimde model, regresyon ve artik kareler toplami ve dogrusal zitlhk karsilastirmasi
(kontrast) ya da dogrusal hipotez koleksiyonunun testi icin kullanilan kareler toplamlari,
Y’'nin karesel formlari olarak gosterilmektedir.

e Bu, her kareler toplaminin, Y’ AY seklinde yazilabilecegi anlamini tasimaktadir.

* Burada, A tanimlayici matris olarak adlandirilan katsayilar matrisidir.

 Y’” AY Y’'nin karesel bir formu olarak ifade edilir.



KARESEL GOSTERIMLERLE GIRIS

Oncelikle, énceki istatistiksel analiz derslerinden bildigimiz dogrusal zit-
ik karsilastirmasina (kontrast) dayanan kareler toplamini ele alalim.
@rneg'in lglendigimiz dogrusal zithik karsilastirmas: asagidak: gibi olsun.

[.:;]1-, = Y1+ Yy —2¥;5.
Bu zithk karsilastirmasindan kaynaklanan kareler toplami
(C7)?
6

SS(C7)

geklindedir. Formiildek: 6 bélem1 kontrastin katsayilarinin kareler top-
lamidir. Buradaki balen, kareler toplaminin beklenen degerindeki ¢%'in
katsayisin1 1 yapmak i1cin secilmigtir. €7 "1 ¥, nin katsayisi 1/4/6 olacak
sekilde yeniden tanimlarsak, kontrashiktan kaynaklanan kareler toplami
kontrastin karesidir. Boylece C; = Cf/v6, a = (1/v6 1/v6 —2/V6)
ve Y = (11 Y» 1”3]i olacak seklinde tanimlayarak asagidalki matris

gosterimindekl gib1 yvazilabilir.



KARESEL GOSTERIMLERIN BEKLENEN
DEGERLERI

* Y'nin varyans analizi de hesaplanan her karesel gosterim, model parametreleri
fonksiyonlarini tahmin etmektedir.

 Eger kareler toplamlari ve onlarin ortalama kareleri dogru kullaniliyorsa, bu karesel
formlarin beklenen degerleri mutlaka bilinmelidir.



KARESEL GOSTERIMLERIN DAGILIMI

K aresel gdsterimlerin olasilik dagilimlar: parametrik anlamlilik testle-
rine temel olusturur. Bu noktada ¢;'ler izerindeki normallik varsayimi
devreye girer. Sonuclar €'nin ve ayni zamanda Y 'nin normallhig1 var-
sayllarak ozetlenir. Normallik saglanmadiginda, parametrik anlamlilik
testler1 yaklasim olarak diistiniilmehdir.



HIPOTEZ TESTLERIN GENEL GOSTERIMI

MS(Regr)'in MS(Res)’e oram1 4, haricindeki tim J;ler ayn1 anda s1-
firdan farkhidir sifir hipotezini test eder. Hipotez testlerini kurarken
bu prosediirlere 1zin verilenden daha cok esneklige 1thtiyvac duyulur. Bu
béliimde 3'nin fonksivonlarini iceren bir hipotezi test etmek 1cin kul-
lanilan genel bir yontem sunulmaktadir. Sifir hipotez1 tek bir dogrusal
fonksiyon icerebilir, basit hipotez, ya da ayn1 zamanda bircok dogrusal
hipotez 1cerebilir, birlesik hipotez.



GENEL DOGRUSAL HIPOTEZLER

Genel dogrusal modeller
Hy:K'3 = m
H, . K'G # m. (4.35)

seklinde tanimlanir. Burada K' test edilen J;'lerin k dogrusal fonksiyo-
nunu tanimlayvan kxp’ boyutlu katsayilar matrisidir. K"nin her satin
dogrusal bir fonksiyonun katsayilarini icerir. m, k x | boyutlu cogun-
lukla sifir olan sabitler vektoriidiir. Hy'daki k dogrusal denklem, dogru-
zal olarak bagimsiz olmalidir (fakat ortogonal olmak zorunda degildir).



GENEL GOSTERIMLERIN OZEL DURUMLARI

Genel dogrusal hipotezlerin 3 6zel durumu bizi ilgilendirmektedir.

Durum 1. Basit hipotez
3 tizerinde basit hipotez test edildiginde K’J tek bir satir vektoriidiir ve
boylece [K'(X'X) 'K] skalardir. Tersi 1/[K'(X'X) ' K]dir. Hipotezin
kareler toplarm
(K'B — m)?
K(X'X)'K

Q (4.42)
gseklinde yazilir ve serbestlik dereces1 1'dir. (J'nun payn ﬁ’nin dogrusal
fonksiyonunun karesidir ve paydas1 o haricindeki varyansidir. Boylece
F-oram

(K'B —m)?
K'(X'X) 'K]|s*
dir. Basit hipotezin F-testi iki kuyruklu (yanl) t-testinin karesidir:
K'3-m

"R K e

(4.43)

Payda, paydaki dogrusal fonksiyonun standart hatasidir.



Durum 2. Belirli & tane 5; sifira esittir

[lgilenilen hipotez belirli k tane regresyon katsayisinin her birinin sifira
egit oldugudur. Bu durum icin K', her satirda test edilen 3;'yi tanim-
lavan giris haricinde sifirlar iceren k = p’ boyutlu bir matristir. m = 0
[K'(X'X)"'K] matris carpimi, buradaki K' ile birlikte, test edilen (3,
‘nin varyans-kovaryanlar1 katsayilarini iceren k x k boyutlu (X' X )~ 'alt
matrisinden elde edilir. @rneg'ln, test edilen sifir hipotezi, 3,03 ve J:'1n
heps1 sifira esittir hipotezi olsun. () kareler toplam1

Ly
N R N ©11 ©13  C15 jl

Q@ = (B Bz Bs)|ca caz cas g | . (4.45)
€51 €53 Cs5 5

formuna sahiptir. Esitlikteki ¢;;, (X' X) ! matrisinin (i + 1) inci satir1 ve
(7 + 1) inci stitunudur.

Hipotezin kareler toplami, bu k tane bagimsiz degigskenin baska ba-
g1ms1z degiskenlerin de yer aldig1 bir modele olan katkilarini dlcer.
Buradak: kareler toplami, bu k degiskenin modeldek: diger bagimsiz
degigkenler i¢in diizenlenmis kareler toplami olarak tanimlanir.



Durum 3. Bir 7; sifira esittir; knismi kareler toplamu
Uctinei durum ilk iki durumun basitlestirilmesidir. Hipotez tek bir (3;
'nin sifir olmasidir, Hp : 3; = 0. Bu hipotez icin K', test edilen /3; ‘ye
iliskin kolon haricinde diger kolonlar:1 sifir olan bir satir vectoriidiir.
Durum 2°de tanimlandigi gib1 bu hipotezin kareler toplami, modeldek
diger bagimsiz degiskenler icin diizenlenen X;nin modele olan katki-
sidir. Bu kareler toplamina j inc1 bagimsiz degiskeninin kismi kareler
toplamm denir.

(daki [K'(X'X)~' K| matris carpimi (X' X )~ "den sadece (j + 1)inci
késegen elemani olan ¢;; ile elde edilir. Bu J;'nin varyansinin katsayisi-
dir. 1 serbesthk derecesindeki kareler toplami

5532
Q = L (4.46)
r:jj
seklindedir. Bu herhangi bir bagimsiz degigskenin kismi kareler toplami-
nin hesaplanmasini kolaylastirir. Bu durum icin iki kuyruklu t-test

5
l!- == W. {"1."1?)

dir.



SAYISAL BIR ORNEK

Genel dogrusal hipotezin kullanimini &rneklendirmek 1icin N.C. State
Universitesindeki fiziksel fitnes programindan alinan veriler kullanil-

mistir. (Ver1 A.C. Linnerud tarafindan saglanmistir ve izin dahilin-
de kullanilmastir.) Olciimler 31 erkekten alinmistir. Her kisinin yas ve
agirligina ek olarak, oksijen alimi (Y'), kosu stiresi (X)), dinlenirkenki
kalp atis hiz1 (X3), kosarkenki kalp atis hiz1 (X3) ve 1.5 mil kosarkenki
maksimum kalp atis hiz1 (X4) kaydedilmistir. Veri, Tablo 4.3’te verilmis-
tir. Tartigt1gimiz sonuclar oksijen alima (Y') “nin dért degisken (X, X5,
X5 ve X;) tizerindeki regresyon analizinin sonuclaridir.



TABLO 4.3. North Carolina State Universitesi fiziksel fitnes programinda
yer alan 31 erkek dizerindeki fiziksel fitnes élciimleri. ( Olciilen degiskenler
yas (yil), aqirlik (kg). oksijen alim oram (dakikada viicut agqirligi asina ml,
1.5 mil kogma zamani (dakika), dinlenirken kalp artis hiz, kosarken kalp

atis hizi (ayni zamnada oksijen alim dleilmiistir) ve kosarken maksimum
kalp artis orani (A.C. Linnerud, N.C. State Universitesi, izniyle).



Kalp Atrs Hizm

‘/yf:f] 4 ?E;jm (rfﬁ,;:ﬁ;i ) Z{Z:;TT Dinlenme  Kosma Maksimum
44 89.47 44609 11.37 62 178 182
40 75.07 45.313 10.07 62 185 185
44 85.84 54.297 H.65 45 156 184
42 G8.15 59.571 817 40) 166 172
38 89.02 49.874 9.22 ) 178 180
47 77.45 44 811 11.63 H8 176 176
40 75.98 45.681 11.95 70 176 180
43 £1.19 49.091 10.85 64 162 170
44 81.42 39.442 13.08 63 174 176
38 81.87 60.055 8.63 48 170 186
44 73.03 50.541 10.13 45 168 168
45 87.66 37.388 14.03 h6 186G 192
45 66.45 44.754 11.12 5l 176 176
47 79.15 A7.273 10.60 47 162 164
54 83.12 51.855 10.33 50 166 170
49 81.42 49,156 8.05 44 180 185
51 G9.63 40.836 10.95 a7 168 172
51 77.91 46.672 10.00 48 162 168
48 91.63 46.774 10.25 48 162 164
49 73.37 50.388 10.08 67 168 168
57 73.37 39.407 12.63 h8 174 176
54 79.38 46.080 11.17 62 156 176
52 76.32 45.441 9.63 48 164 166
50 T0.87 54.625 8.02 48 146 186
51 67.25 45.118 11.08 48 172 172
54 91.63 39.203 12.88 44 168 172
51 73.71 45.790 10,47 59 186 188
57 59.08 50.545 9.93 49 148 160
49 76.32 48.673 9.40 56 186 188
48 61.24 47.920 11.50 52 170 176

52 82.78 47.467 10.50 53 170 172




TABLO 44 Kosma zaman:, dinlenirkenk: kalp atis hizi, kosarkenki kalp
atis hizi ve maksimum kalp atis hizi dizerine oksijen aliminin regresyonu

icin varyans analizinin ozeti.

Kaynak 5.d. KT OK
Toplampegme, S0 851.3815
Regresvon 4 658.2368 164.5659
26 193.1178  7.4276 = 57

;"!Ll"tlk




KARELER TOPLAMLARINI R-GOSTERIMI ILE
ETIKETLENDIRILMESI

* Kismi regresyon katsayilarinin alkiimesinin her birinin sifir oldugu sifir hipotezi, hem sifir
hipotezinde yer alan katsayilar altkiimesine hem de modeldeki bitlin katsayilar kiimesine
baghdir.

 Her durumda her ikisini de acikca belirleyebilmek icin daha guvenilir bir kareler toplami
gosterimine ihtiyac¢ duyulur.

* Bunun icin sikca kullanilan R-gosterimi ele alinmistir.



TABLO 45 Oksiyjen alimi ornegi icin regesyon kareler toplam:, sirali
kareler toplami ve artik kareler toplama.

Swraly Kareler Toplama sd. F
KT(Regr)= R(51 (3 G2 34|3p)=658.2638 4 22.16
R(3 | 3g) =632.9001 (1)
R3] 86 1) 15.3621 (1)
Rl:-jg ,qu_] ]’1 -'.?,5} e 1[]11 (l:]
R(34 00 (1 B3 32)= 95975 (1)

KT (Hata) —193.1178 26




ORNEK: SIRALI VE KISMI KARELER TOPLAMLARI

R-gosterimini, sirall ve kismi kareler toplamlarini érneklemek icin Or-
nek 4.8'deki Oksijen alimi verisi kullanilmistir. Tam modelin regresyon
kareler toplami dért serbesthk derecesi ile

SS{H[‘%I} = H{ﬁ] _ﬁg L'ij ﬁ_ql.ﬁgj = HiH8.2638

dir (Tablo 4 4). X;, X5, X, ve X, siralamasinda uydurulan modelin siral
kareler toplami1 Tablo 4.5'te gdsterilmektedir. Her sirali kareler topla-
m1, bir bagimsiz degiskenin modele eklenmesiyle modelde gerceklesen
asamal1 1yilesmey1 olcer. Toplam regresyon kareler toplamina eklenen
siral1 kareler toplami SS(Regr) = R(Gy O3 G2 81)0y) = 658.2638dir ve
bir ortogonal béliinmedir.



TABLO 46. Biritkimli ardasik kareler toplami. sifir hipotezi her bir
birikimli kareler toplami, oksijen ornegindeki sifir hipotezinin F-testiyle
sinanmaktadir.

Birikmais Siral

Kareler Toplam s.d. Sifir Hipotezi F
R(31 B3 G2 [4|00)=658.2638 1 Bi=033=0=0,=0 2216
H[.ﬁa 39 ﬁqhﬁﬂ _."31}= 25.3637 3 g = [Ga = 34 =10 67
R([32 B4 Gy 51 G3)= 10.0026 2 o =00y =0 1.14
R(B4| 00 B O3 G2)= 9.5975 1 dy=0 1.29
SS(Error) =193.1178 26

= 10.0016

= Ry 84|00 h Ba)



TABLO 47, Oksiyen alim: orneji icin kismi kareler toplam:, her bir
tarafindan test edilen sifir hipotezi ve sifir hipotezinin F-testi.

Sifir
Kismi Kareler Toplama Hipotezi e
R(5 |8, Ba, (B3, Ga) = 397.8664 d =0 23.07
R(33|80, 51, f2. B4) = 25.0017 3q =10 3.38
Hli_.'?glﬁg, _."?]_._ _.'33, ,ﬁd:j = (822 Iﬁ;g =1 A1
R(34| 50, 81, (2. [F3) = 9.5975 34=10 1.29

“Tiim F-testleri tam modelden elde edilen kalint: karelerle hesaplanmistir.



TEK DEGISKENLi VE ORTAK GUVEN BOLGELERI

* Parametrelerin given araliklari basit nokta tahminlerinin yapabileceginden daha fazla
bilgiyi okuyucuya iletir.

 Parametrelerin tek degiskenli gliven araliklari, parametre tahminleri arasindaki
korelasyonu dikkate almaz.

 Buna ek olarak, bireysel gliven araliklari, ortak ifadelerdeki toplam gliven derecelerini
yansitmazlar.

e Ortak guven bolgeleri bu iki noktay ele alr.

 Ortak gliven bolgelerine gecmeden once tek degiskenli gliven araligi tahminlerinden
kisaca bahsedilmistir.



TEK DEGISKENLI GUVEN ARALIKLARI

Ej = t[nﬂ,u}s{ﬁj}s 7=0,..., p (4.54)

dir. Burdaki f(a/2,v), v serbestlik derecesindeki student’t dagilimidir ve
iist kuyruga /2 olasihgimi koyar. (Klasik coklu regresyon modellerinde
v = (n—p')dir). ,ﬁjjﬂiﬂ standard hatasi 3[3}] = \/e;;8%’dir. Burada s* v
serbeslik derecesiyle tahminlenmistir ve ¢;;. (X'X) Vin (5 + 1)inei kose-
gen elemanidir.

Benzer sekilde, bagimsiz degiskenlerin belirli degerleri 1cin 6rnegin,
xo= (1 Xom -+ Xop), Y ortalamasimin %(1 — «)100 giiven aralif
tahmini

e .

Yo £ tiayeu)siYo) (4.55)

dir. Burada, Y, = z},3; s(¥5) = /=,(X X ) 'xes? ya da genel olarak
s[?n} = v/v;;8% dir. Buradaki z,, X’in . satirin1 ve v;;, P’nin i inci ko-
segen elemanini temsil eder. £, ,) Denklem 4 54’te tanimlanmagtir.

Bagimsiz  degigkenlerin  belirli  degerleri (&rnegin, =5 = (1
Xo1 -+ Xgp))icin Yo = {8 + €1n %(1 — a)100 kestirim aralig

?EJ + ifu;"ﬂ,v]‘s(yﬁi - ?U): (d‘-jﬁj



ES ZAMANLI GUVEN IFADELERI

Klasik tek degiskenli giiven araliklarinda her giiven 1ifadesi 1cin
(I — ) = .95 giiven katsayis1 uygulanir. Es zamanlh bes araligin para-
metrelert 1cermelerine iliskin giiven diizey1 cok disiiktiir. Bes aralik,
1statistiksel olarak bagimsiz olsalardi, ki degiller, biitiin ya da ortak
giiven katsayisi (1 — a)® = .77 olurdu.

Bircok es zamanl 1fadenin ortak giiven katsayisini énceden secilen
(1 — @) diizeyine yakin tutmak icin iki prosediir vardir. En eski ve en
basit prosediir, genelde Bonferroni yéntemi olarak adlandirilir. Bu vén-
temle, Denklem 4.54 ve 4.55tek:1 gibi bireysel giiven araliklar1 olusturu-
lur: fakat, k es zamanh araliklar va da ifadeler icin &* = a/k kullanilir.
Yani, Denklem 4 54°teki f(a/2,v), ta/2k,v) ile yer degigtirir. Bu prosediir,
k es zamanl ifadenin gercek ortak giiven katsayisinin en az (1 — &) ol-
masinl garantiler.



0,08 B,1 ihmal ederek

=0. 161

_u-24.| L] L] L]
-5 -4 -3 -2

SEKIL 4.1. 1.5 mil kosma zamani (X, ) ve kosarkenki kalp atis hizi(X3) (kesintisiz
elipsler) tizerine oksigjen alyminin regresyonu icin ortak given bolgesinin tki-
boyutlu "dilimler"i ve 3, ¢+ goz ardi eden 3, ve 3; icin thi boyutlu ortak giiven
bolgesi (kesikli elipsler). Bonferroni tek dejiskenli giiven araliklarina kesisimi,
kesisim tarafindan olusan dikdortgenin koseleri olarak gosterilir.



SAF HATA TAHMINI

Artik kare ortalamas: bu zaman kadar ¢“in bir tahmim olarak kullanil-
maktaydi. Bu prosediiriin problemlerinden bir1 artik kare ortalamasinin
tahmin edilen modele bagiml olmasidir. Modeldeka bir yetersizlik, Gnemh
bagimsiz degiskenlerin g6z ardi edilmes1 ya da modelin yanlig bir formu,
artik kare ortalamasinin 21 asirn1 tahminlemesine neden olacaktir. #%'in
bir tahmimi, tahmin edilen modelin secimine bagl olmamas1 gerekar.



TABLO 48, O:zon kronik seviyelerine maruz koelon soya fasulyesinin
tekrarly mahsul verist ve saf hatanin tahminler: (A_5. Heagle, North Carolina
State Universitesi, izniyle).

Ozon seviyesi (ppm)

02 07 11 15
238.3 2351 236.2 178.7
270.7 2289  208.0 186.0
210.0  236.2 2435  206.9
2487 255.0  233.0 2153
2424 2289  233.0 2195

Y, 24202 236.82 230.74 201.28
s 476.61 114.83 179.99 325.86




# 1 Verl noktas:
o : islem ortalamas:

Mahsiil (gm)

180 +
%
I 1] 1 T
02 07 A1 A5
Ozon (ppm)

SEKIL 4.2 Ozona kars: soya fasulyesi verisinin kullanarak "saf hata" ve
"regresyondan sapmalar” karsilartirilmas: .



TABLO 4.9, zona karsilik soya fasulyest mahsult icin tamamaiyle rastgele
deneysel tasartmin varyans analizi.

Kaynak s.d. KT OK
Tﬂplam(bigl.-mcﬂ]} 19 9366.61
Islemler 3 4977.47 1659.16
Regresyon 1 35956.31  3956.31

Uwvdurma Eksikligi 2 1021.16 al0).58
Saf Hata 16 4389.14 274.32




Ornek 4.14’teki Ozon &érneginde, dogrusal modelin yeterlilik testi

MS(Uyum eksikligi)  510.58 .
[ = — = ]..H{j:

MS(Saf hata) 274.32

dir ve model dogruysa, 2 ve 16 serbesthk derecesinde F dagilir. kntik
Fi p5.216) = 3.63 degen 1le kargilagtirildiginda hipotezin anlamli oldugu-
nu gosterir. Yani, bu veride ozona karsi soyva fasulyvesinin yvamitini temsil
eden dogrusal modelin yetersiz olduguna dair bir kanit yoktur sonucuna
varilir.



TABLO 4.10. O:zon verisinin varyans analizi.

Kaynak s.d. KT OK
Toplamy,siantin) 19 9.3566.61

Regresvon 1 3.956.31 3.956.31

Hata 18 5,410.30 300.57

Uvdurma EKsikligi 2 1,021.16 210.58
Saf Hata 16 4,389.14 274.32




