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BOLUM 6
EN KUCUK KARELER GEOMETRISi




GIRIS

Siradan en kucguk karelere iliskin butlin kavramlar, geometrinin birka¢c prensibinin
uygulanmasiyla gorsellestirilebilirler.

Bircok insan en kicuk kareler kavraminin anlasiimasinda geometrik yorumlari karmasik
cebirsel denklemlerden daha faydali bulur.

Kismi regresyon katsayilari, kareler toplamlari, serbestlik dereceleri ve siradan en klcguk
karelere iliskin bircok o6zellik ve problem vektor geometrisinde dogrudan bir gorsel
karsiliga sahiptir.



DOGRUSAL MODEL VE COzUMU

En kiicik karelerin geometrik yorumunda, X matrisi p’ kolon vektérii-
niin birlesimi olarak gosterilmektedir. Bu béliimde ver alan X'in kolon
vertérlerinin dogrusal olarak bagimsiz (X'te yer alabilecek olan her-
hangi bir dogrusal bagimhhk ortadan kaldirilmistir) olduklar1 varsa-
vilmaktadir. X'in her kolonu, n-boyutlu uzayda bir vektor olarak ci-
zilebilir (bk. Kizim 2.4). Yani, her kolon vektériinde yer alan n tane
6ge, n-boyutlu uzayda cizilecek vektoriin uc noktalarini belirlemek 1cin
gerekli olan koordinatlar: saglar. p' vektori cizildiker1 n-boyutlu uzayin
p-boyutlu bir alt uzayini tanimlarlar (p' < n). Bu p-boyutlu alt uzay,
X matrisine ait p’ vektorlerinin dogrusal fonksivonlar: 1le elde edilebilen
noktalar kiimesinden olusur. Bu alt uzaya X-uzay denir. ( X'in vek-
torler1 dogrusal olarak bagimsiz olmadigl durumda X-uzayinin boyutu
X’In ranki ile belirlenir.)
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SEKIL 6.1. £(Y ) nin X, ve X, nin dogrusal fonksiyonu olarak geometriksel
yorumu. Dizlem ki bagimsiz vektor tarafindan tamimlanan uzay: temsil
etmektedir. £(Y ) vektori 5h X, ve 32X toplam: olarak gosterilir.
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SEKIL 6.2. £/Y ) gdsterilen bolgeye distuginde 3, ve 32 nin aldijr isaretlere
gore iki boyutly X-uzayinin bolinmesi.
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SEKIL 6.3. ¥ ve Y in X-uzay ile geometrik iliskisi. Y. X, ve X, tarafindan
tammilanan uzayda deqildir. Y nin duzleme dik izdisumu duzlemde olan Y
vektorunu tanimlar. Tahmin edilen regresyon katsayis: toplandiginda Y iveren
X, ve X, oramdir. Y 1Y ye baglayan kisa vektor, artiklar e vektorudiir.
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SEKIL 6.4. Ornek 6.2. deki regresyonun geometrik yorumu



KARELER TOPLAMLARI VE SERBESTLIK
DERECELERI

[ki-boyutlu uzaydaki Pisagor teoremine gére dik iicgenin hipoteniis
uzunlugu, iicgenin kenarlarinin karelerinin toplaminin karekékiidir.
Kisim 2.4'te bu durum n-boyuta genisletilmistir. Yani herhangi bir vek-
toriin uzunlugu bufun elemanlarinin karelerinin toplaminin karekéki-
diir. Boylece, Y'Y, yamit degiskeninin diizeltilmemis kareler toplami, ¥
1»-'el~.1;-::-runLl.11 uzunlugunun karesidir.

Y, Y ve e vektorleri ¥7'nin hlpntenus oldugu bir dik ac1 olugtururlar
(Sekil 6.3). Ucgenin bir kenar1 olan ¥, X-uzayinda yer alir ve diger

kenari e 1se X-uzayina diktir. Pisagor teoremine gire ¥ 'nin uzunlugu Y
ve e cinsinden aciklanabilir:

uzunluk (YY) = \/[uzunluk[i}]'_g + [uzunluk (e)]2.



uzunluk (x;) = 10.01
uzunluk (1) = 2.45
uzunluk (¥) = 6.60
uzunluk (¥) = 6.54
uzunluk (&) = .86

SEKIL 6.5. Viicut agurhi kilogramlar (X,) tzerine dinlenirkenk: kalp artis
hizi (Y) nin regresyonunun geometrik yorumu. Sekildek: duzlem 1 ve X,
tarafindan tanmimlanan X-uzayidir. Veri, Ornek 1.4 ten 55 ile dlceklendirilen
X, ve Y dir. Vektorler arasindaki acilar derece cinsinden gosterilmektedir.
Y 7.5 derece aciyla diizlemden cikmustir. Y nin dizleme dik izdisiimi 1 ile
5.2 derece ve X, tle 5 derece act yapan Y i tanimlar.



YENIDEN PARAMETRELEME

Y= XB+e (6.5)

modelim diigiiniin. € matris1 p’ x p” tekil olmayan bir matris olsun. O
halde denklem 6.5"te yer alan model

Y = XCC 'B+e¢
= Wate, (6.6)

sekhinde tekrar yvazabilinz.

Burada W = XC veax = C '3 dir. Burada, Denklem 6.6'daki model
Denklem 6.5'tekl modelin yeniden parametrelendirmesidir. C tekil olma-
dig1 icin W-uzay1 ve Wnun p’ kolonu tarafindan kapsanan p-boyutlu alt
uzayi, X-uzayi ile aynidir. Y’in X-uzayinda Y ye en vakin nokta oldugu
veY = PY = PyY oldugu unutulmamalidir. X alt simgesi X'e bagh
izdiigiim matrisini tanimlamaktadir ve Py = X(X'X)7'X' W-uzay,
X-uzay1 ile ayn1 oldugu icin Y = Py Yve Pw = W(W'W)'W' = Py
dir (bk. Ornek 6.9).



SEKIL 6.6.Y nin X, ve X, tarafindan kapsanan iki-boyutlu uzaya izdiistimii.
Y 2X, ve 4X; nin toplamina esittir. Grafigin tabanindaki herhang: diger ki
vektdr, drnegin W, ve W, X, ve X ;nin dogrusal kombinasyonu olacaktir ve

ayn: uzay tanimlayacaktir. Yhat ayrica W, ve W, nin dogrusal fonksiyonu
olarak elde edilir. ¥ = OW, + 2W ..



uzunluk (X,) = 10.01
uzunluk (1) = 2.45
uzunluk (¥) = 6.60
uzunluk (¥) = 6.54
uzunluk (e) 86

SEKIL 6.7. Merkezlestirilmis degisken (X:) kullanarak vicut agirl
kilogram: tizerine dinlenirkenki kalp atis hizi regresyonun geometrik yorumau.
Sekildek: dizlem 1 ve X, tarafindan tanimlanmaktiadir.



SIRALI REGRESYON

Denklem 6. 4te Y icin toplam duzeltilmemais kareler toplaminin parcalan-
mas1 verilmigti. Genelde bizim de ilgilendigimiz toplam duzeltilmis kareler
toplaminin parcalanmasidir. Diizeltilmis kareler toplaminin parcalanma-
g1 ortalamaya atanan kareler toplaminin, yva da diizeltme fakt&riiniin,
hem Y'Y den ve hem de SS(Model)'den cikarilmasiyla elde edilir.

Y'Y - SS(u) = [SS(Model) — S5(u)] + e'e
= 55(Regr) + €e'e. (6.7)



DOGRUSAL BAGLANTI PROBLEM]

 Herhangi bir bagimsiz degiskenin kismi regresyon katsayisi ve kismi kareler toplami
genelde modeldeki diger degiskenlere bagimlidir.

e Bolum 5’teki bir durum calismasinda gosterildigi gibi regresyon katsayilarindaki ve kareler
toplamlarindaki degisimin diger degiskenler modele eklendikce ya da modelden
cikarildik¢ca bliyuk olabilmektedir.

* Regresyon sonuclarinin modeldeki her degiskenin diger degiskenlere olan bu bagimlilgi,
ortak (mutual) ortogonal olmayan bagimsiz degiskenlerden cikarilabilir.



(a)

R A& '

SEKIL 6.8. Dogrusallijin kismi regresyon katsaylarimn kararhiligy tizerine
etkisinin orneklenmesi. Dizlemin merkezinde bulunan karalanmis kiredeki
noktalar [panel (a)] uc-boyutly Y vektorundeki populasyonun %95 ini temsil
eder. £(Y), kiurenin ve buttin Y lerin ya ortagonal X, ve X, vektorleri ya
da ortagonal olmayan (birsekilde degrusal) W, ve W, vektérleri tarafindan
kapsanan iki-boyutlu dizleme izdiisimlerinin cemberinin merkezindedir.
Cemberin zit taraflarinda bulunan noktalar iki bagimsiz Y nin izdisimi olan
¥, ve ¥, i temsil eder. Her Y i iki vektér kiimesine baglayan paralelkenariar
ortagonal vektor cifti [panel (b)] ve ortagonal olmayan vektor cifti [panel
(c)] icin kismi regresyon katsaylarinin goreceli buyukltklerini gasterir.



