3. ELASTIK DALGA DENKLEMIi

Yer igerisinde yayilan elastik dalgalar, gectikleri ortamin deformasyonuna neden olurlar. Bir
cisimdeki veya ortamdaki deformasyonlar ise gerilme ve yamulma iliskileri ile
aciklanabilmektedir. Bir cisim igerisindeki birim hacim elemanina etki eden gerilmelerin,
buna karsilik meydana gelen yamulmalarin ve yer degistirmelerin statik bir dengede oldugu
ve zamanla degismedigi disiiniiliir. Ancak sismik dalga yayilimi, hiz ve ivme kavramlarim
iceren zaman bagimhi bir olay oldugu igin, siirekli ortam igerisindeki hareket etkisinin de
hesaba katilmas1 gerekmektedir.

Elastik dalga yayilim bagmtilarin1 incelerken, ortamin yon bagimsiz (izotrop), tek diize
(homojen), esnek ve sonsuz bir ortam oldugu varsayilir. Esnek bir cisim igerisindeki dxdydz
boyutlarinda ¢ok kiiciik bir kiibik hacim elemani tizerindeki kuvvetlerin dengesini inceleyelim
(Sekil 3.1). Hacim elemaninin dengede kalabilmesi i¢in x, y, z eksenleri dogrultusundaki
kuvvetlerin toplaminin sifir olmasi gerekir. Hacim elemanin her yiiziine biri normal (o) ve
diger ikisi tegetsel (t) olmak ilizere li¢ gerilme bilesenin etkili oldugu bir dnceki boliimde
anlatilmist1 (Sekil 3.1).
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Sekil 3.1 Birim hacim elemani {izerine etkiyen gerilme bilesenleri.

Kuvvetlerin x, y, z eksen dogrultular1 boyunca toplamlar1 séyledir;

x—> (O'xx -0 . )dydz + (z'yx -7, )dxdz + (sz -T__ )dxdy =0
y—> (O'yy -0, )dxdz + (Txy -7, )dydz + (z'zy -7, )dydx =0

(1)
z> (o, —o _)dxdy+(r,—7__)dzdy + (Tyz -7, )dzdx =0



Yukaridaki denklemler dxdydz hacmi ile bdliinlirse ve hacim elamani sonsuz kiigiik hale
getirilirse, bu denklem grubu su sekli alir;
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Gerilme kuvvetlerden baska kiibik hacme uygulanan diger bir kuvvet de malzemenin hacmi
ile orantil1 olan cisim kuvvetidir. Bu kuvvet,

F™ = fdxdydz 3)
ile verilmektedir. Sonsuz kii¢iik birim kiibik hacmin kiitlesi ise su sekilde verilmektedir.
m = pdxdydz 4)

Burada p malzemenin yogunlugunu gostermektedir. Birim hacim elemaninin ivmesi ise, yer
degistirme vektoriiniin zamana gore ikinci tiirevi ile verilmektedir. Newton’un Ikinci Yasasi
yani hareket ilkesine gore yukaridaki bagintilar kullanilarak,

o’u,
0 6t21 =0,7, + (5)

seklinde genel anlamda hareket denklemi’ni yazmak miimkiindiir. Esitligin sol tarafindaki
terimler ortamdaki gerilme gradyentleri ve cisim kuvvetleriyle iligkili yogunluk agirlikli
ivmeyi gostermektedir. Bu esitlik, sismolojinin esasini olusturan en temel bagintidir.
Genellikle cisim kuvveti £, ¢cekim (gravite) kuvveti (fg) ve kaynak (fs) ile ilgili terimleri igerir.
Cisim kuvvetlerinin olmadig1 durumda, tekdiize dalga denklemi elde edilir.

p—5-=0,7 (6)

Bu esitligi ¢ozebilmek icin, yer degistirmeler (u) anlaminda gerilmelerin (t) bir ifadesi olarak
gerilme-yamulma iliskisine ihtiya¢ vardir. Gerilme ve yamulma arasindaki dogrusal, yon
bagimsiz ve tekdiize iliski,

T, = ﬂgkkéij + 2,ug,.j (7)

seklinde verilmekteydi. Burada A ve p Lame sabitleridir. Gerilme tensorii ¢ ise su sekilde

tanimlanmaktadir.
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Gerilme tensoriini, esitlik (7) igerisine yerlestirirsek,
T, =A0,0,u, +u(8iuj +8jui) )

(6) ve (9) esitlikleri ile yer degistirme ve gerilme i¢in bir ¢ift denklem takimi elde edilmis
olur. Son elde edilen (9) esitligi (6) bagintisinda yerine yazilirsa,
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elde edilir. Yer degistirmenin zamana gore tiirevini ii = 6°u /0f ile gosterirsek ve 10 esitligini
vektor (dizey) ifadesi ile yazarsak,

pii = VAV 1)+ V- [Vu+ (Va) [+ (4+u)VV -u+ uv2u (11)
Vektorel tanimlamalari kullanarak,

VxVxu=VV-u-Viu (12)
ve daha uygun bir sekilde yazilarak asagidaki (13) bagintisin1 buluruz.

Vu=V(V-u)-(VxVxu) (13)
Bu bagintiy1 (11) denkleminde yerine yazarsak

pii = VAV 1)+ V- [Vu+ (Va ) [+ (2+24)VV u- 1V <V xu (14)
Bu esitlik, sismik/elastik dalga denklemi’nin bir seklidir. Esitligin sag tarafindaki ilk iki terim

Lame parametrelerinin gradyentlerini icermektedir ve her zaman tekdiize olmayan malzeme
icin sifirdan farkli degerlere sahiptir. Tekdiize bir ortam i¢in A ve ¢ parametrelerinin sabit

oldugunu varsayarsak, uzamsal ortamda degerleri degismeyeceginden, VA ve Vu sifira esit
olacaktir. Boylece tekdiize bir ortam i¢in hareket denklemi

pii = (A +2u)VV -u— 1V xVxu (15)
bagintisi ile verilir. Bu yaklagim ¢ogu kuramsal yontemlerde kullanilmaktadir. Elde edilen bu

son bagintiy1 diverjans ve rotasyonel alarak P ve S dalgalari icin ikiye ayirabiliriz. (15)
esitliginin diverjansini alirsak (V-(VxW) = 0 seklindeki vektorel tanimlamay: yaparak)

O*Veu (A+2
pve =( pﬂjvz(v'u) (16)

elde edilir. Bu, genel olarak « yayilma hizi olarak kabul edilirse



v%v-@-%%:o (17)

seklinde bir dalga denklemini gostermektir. V-u hacim degisikligine karsilik geldigi igin, (17)
esitligi hacim degisikligine neden olan ve

o= /”t+2,u (18)
\/ P

hiz1 ile yayilan P-dalgasinin (dilatasyon dalgasi) hareket denklemidir.

Ay sekilde, Vx(V¢) = 0 vektorel tanimlamasini kullanarak bu sefer (15) esitliginin
rotasyoneli alinirsa,
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—8 (szu)z—ﬁVxVx(qu) (19)
ot o,
bagintisi elde edilir. (12) bagintisindaki vektorel tanimlama ve V-(Vxu) = 0 kullanilarak,

GZ(V;H):ﬁvz(vxu) (20)
ot yo,

elde edilir. B yayilma hiz1 olarak kabul edilirse
Vi(Vixm)——— 2=/ ¢ 1)
p

seklinde bir dalga denklemini gostermektir. Vxu donme hareketine karsilik geldigi igin, (21)
esitligi donme hareketine diger bir deyisle sekil degisikligine neden olan ve

f= \ﬁ (22)
o,

hiz1 ile yayilan S-dalgasinin (distorsiyon dalgasi) hareket denklemidir.

(18) ve (22) bagintilarini, (15) esitligi ile verilen elastik dalga denkleminde yerine yazarsak,
dogrudan P- ve S- dalgasi hizlar1 anlaminda yeniden dalga denklemini tanimlamis oluruz.

pii=a’VV-u-B°VxVxu (23)

3.1 Elastik Dalga Denkleminin Coziimii

Dalga denkleminin ¢6ziim sekli, kullanilan koordinat sistemine baghdir. Kartezyen
koordinatlardaki (x, y, z) bir tek dalga frekans1 () i¢in ¢oziim,



u(x,t) — /lei[k(xvx+yvy.-¢—zvZ )—th (24)

seklinde yazilir. Bu, dalga cephesine dik, birim vektor v’nin dogrultusunda, ¢ = @ /k faz hiz1
ile yayilan bir diizlem dalgadir. Birgok dalga yayilim problemi eksensel simetriye sahiptir. Bu
ozellikten dolayi, bu tir problemler silindirik koordinatlarda (r, 6 =z ) daha kolay
coziilebilmektedir. Bu durumda genel ¢oziim, Bessel fonksiyonlar: ile ifade edilir. Uzak
mesafaler ve 6’ ya karsilik gelen simetriden dolay1, Bessel fonksiyonu asagidaki gibi asimtotik
bir sekilde tanimlanabilir.

w(rzt)= A, [%)26[{1@“1@”’3)} (25)

I

Bu durumda dalga cephesi genligi, genislemeden (geometrik yayilma) dolay1 ' ile orantili
olarak azalacaktir.

Kiiresel simetriye sahip problemler ise kiiresel koordinatlarda (r, 6, ¢, 7) daha kolay ¢oziiliirler.

Genel denklemler, Bessel ve Legendre fonksiyonlar: ile tanimlanir. Uzak mesafeler ve ¢ deki
simetriden dolay1, Bessel fonksiyonun asimtotik yazilimi sdyle olacaktir:

u(r,0,0)= A l(ijz P (cos0) ermTﬂ (26)
r\ krx

Bu bagintidan da goriilecegi lizere, kiiresel dalgalar 1/ gibi bir geometrik yayilma oranina
sahiptir.

3.1.1 Diizlem Dalgalar
Sadece yayilma dogrultusu boyunca yer degistirmelere sahip olan dalgalara diizlem dalgalar

denir (Sekil 2). Ornegin x ekseni boyunca yayilan ve tek bir dalga frekansina sahip diizlem
dalga i¢in dalga denklemi ¢6ziimii,

u(x,t) = Atk (27)
seklinde verilir. Uzayda (o ¢ + k.x) degeri esit olan noktalarin olusturdugu geometrik yilizeye
dalga cephesi olarak adlandirilir. En basit dalga cephesi geometrisi, kartezyen
koordinatlardaki bir diizlem dalgadir ve

Wu)=v.x+v,y+v.z (28)

seklinde gosterilir. Burada v, diizlem dalga cephesine dik dogrultunun kosiniistidiir ve dalga
yayiliminin dogrultusu olarak tanimlanir.



Dalga Cephesi
— k (yayilma hizi)

Yayilma Dogrultusu

Sekil 3.2 Diizlem dalga

Tablo 3.1 Dalga parametreleri arasindaki iligkiler.
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3.1.2 Kiiresel Dalgalar

Dalga denkleminin diger bir ¢6zlimii de kiiresel dalgalar i¢indir. Skaler dalga denklemi i¢in
bu c¢oziimi elde etmek, potansiyel ve kiiresel koordinatlardaki Laplacian tanimiyla
miimkiindiir. Nokta kaynak i¢in, ¢’nin yarigap (7) ve zamanin (¢) fonksiyonu oldugu simetrik
kiiresel bir ¢oziim diislinelim. Kiiresel simetrik ¢6ziim i¢in dalga denklemi,



Li(rz%j:laz‘/’ (29)

r* or or) a o’

=0’1n disindaki biitlin noktalar i¢in bu denklemin ¢6ziimii su sekilde tanimlanabilir;

Flot of amplitude versus time - frequency

A\

firne - seconds
Snapahnt of thewawe at time t

1
0.5 ““

i W%enqm
0.5 \

-1
1] 1 2 3 4 3 ] 7 a | 10
Distance - metres

amplitude

Armplituce

A

Sekil 3.3 Periyot ve dalga boyu kavramlari.

otr. = TE) (30)

Burada f, herhangi bir fonksiyondur. Bu fonksiyon, baslangi¢ noktast merkezli ve genligi
merkezden olan uzakliga baglh kiiresel dalga cephesini tanimlamaktadir. Dikkat edilirse bu
esitlik 1/r faktorii disinda, diizlem dala denklemine benzerdir. Fonksiyon igerisindeki eksi
isareti, genligin 1/r ile azaldig1 merkezden disa dogru yayilimi, art1 isareti ise genligin arttig1
merkeze dogru yayilimi géstermektedir.

t—ria
= T=re) G1)
esitligi, tekdlize olmayan dalga denklemine karsilik gelmektedir.
2
Vg0~ 8 =4z f(0) (32)
a



Bu, merkezde yer alan zaman bagimli f{¢) nokta kaynaga karsilik gelmektedir. Sismik dalga
yayiliminda ¢ogu zaman, kaynaga olan uzaklik ¢ok biiyiikse kiiresel dalgalar diizlemsel dalga
gibi diislinlilmektedir.

Dalga Cephesi

Yayilma Dogrultusu

Sekil 3.4 Kiiresel dalga yayilimu.
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