
ÖRNEK (Kesikli Olasılık Dağılımı): Ω = {𝑤1, 𝑤2, … }    ve 𝑈 = 𝑃(Ω)  olsun. ∑ 𝑃𝑖
∞
𝑖=1 = 1 

olacak şekilde 𝑃𝑖𝜖(0,1) sayılarını göz önüne alalım. 

                 𝑃: 𝑈 ⟶ ℛ 

                      𝐴 ⟶ 𝑃(𝐴) = ∑ 𝑃𝑖
∞
𝑖=1 𝐼𝐴(𝑤𝑖) 

ile verilen  𝑃 fonksiyonunun bir olasılık ölçüsü olduğunu gösteriniz. Burada; 

𝐼𝐴(𝑤𝑖) = {
𝜔𝑖𝜖𝐴

𝜔𝑖 ∉ 𝐴
      

olup  

𝑃(Ω) = ∑ 𝑃𝑖𝐼Ω
∞
𝑖=1 (𝜔𝑖) = ∑ 𝑃𝑖

∞
𝑖=1 = 1  

dir. Ayrıca 

(
Ι𝐴∪𝐵(𝜔) = ΙA(ω) + ΙB(ω) − Ι𝐴∩𝐵(𝜔)

𝐴 ∩ 𝐵 = ∅ olmak üzere  Ι𝐴∩𝐵(𝜔) = Ι𝐴(𝜔)𝜔 + Ι𝐵(𝜔)
) 

eşitlikleri sağlanır. Buradan 

𝑃(⋃ 𝐴𝑛) = ∑ 𝑃𝑖
∞
𝑖=1

∞
𝑛=1 Ι⋃ An

∞
n=1

(ω)  

                     = ∑ 𝑃𝑖
∞
𝑖=1 ∑ Ι𝐴𝑛

(𝜔𝑖
∞
𝑛=1 )  

                     = ∑ ∑ 𝑃𝑖Ι𝐴𝑛
(𝜔𝑖

∞
𝑖=1 )∞

𝑛=1   

                     = ∑ 𝑃(𝐴𝑛
∞
𝑛=1 )  

olarak elde edilir.  

Hatırlatma:  

1. limsup
𝑛→∞

𝐴𝑛 : = ⋂ ⋃ 𝐴𝑘
∞
𝑘=𝑛

∞
𝑛=1   

liminf
𝑛→∞

𝐴𝑛 : = ⋃ ⋂ 𝐴𝑘
∞
𝑘=𝑛

∞
𝑛=1   

2. limsup
𝑛→∞

𝐴𝑛 : 𝐴1, 𝐴2, … olaylarından sonsuz tanesinin gerçekleşmesi olayı 

liminf
𝑛→∞

𝐴𝑛 : 𝐴1, 𝐴2, … olaylarından sonlu tanesinin dışımda tümünün gerçekleşmesi 

olayı. 

 

TEOREM: (Ω, 𝑈, 𝑃) bir olasılık uzayı olsun. 

(i) 𝐴𝑛,   𝑛 = 1,2, …  𝑈 dan alınan herhangi artan bir küme dizisi ise; 

𝑃 ( lim
𝑛→∞

𝐴𝑛) = lim
𝑛→∞

𝑃(𝐴𝑛) 



dir. 

(ii) 𝐴𝑛 ,   𝑛 = 1,2, …  𝑈 daki azalan bir küme dizisi ise; 

𝑃 ( lim
𝑛→∞

𝐴𝑛) = lim
𝑛→∞

𝑃(𝐴𝑛) 

dir. 

İSPAT: 𝐵1 = 𝐴1 ve 𝐵𝑛 = 𝐴𝑛 ∖ ⋃ 𝐴𝑘
𝑛−1
𝑘=1 , 𝑛 = 2,3, … olmak üzere 𝐵𝑛 küme dizisi için 

1. 𝐵𝑛’ler ayrıktır. 

2. ⋃ 𝐵𝑘
𝑛
𝑘=1 = ⋃ 𝐴𝑘

𝑛
𝑘=1  

3.  ⋃ 𝐵𝑛
∞
𝑛=1 = ⋃ 𝐴𝑛

∞
𝑛=1  

dir. 

(i)𝐴𝑛 ↑ olsun. Bu durumda 𝐴1 ⊂ 𝐴2 ⊂ ⋯ dır. 

𝑃 ( lim
𝑛→∞

𝐴𝑛) = 𝑃(⋃ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1 ) = 𝑃(⋃ 𝐵𝑛

∞
𝑛=1 ) = ∑ 𝑃(𝐵𝑛

∞
𝑛=1 )  

                    = lim
𝑛→∞

∑ 𝑃(𝐵𝑘
𝑛
𝑘=1 ) 

                    = lim
𝑛→∞

∑ (𝑃(𝐴𝑘) − 𝑃(𝐴𝑘−1))𝑛
𝑘=2   

                    = lim
𝑛→∞

𝑃(𝐴𝑛)  

bulunur. 

(ii) 𝐴𝑛  ↓ olsun. Bu durumda �̅�𝑛 ↑ olacağı açıktır. Böylece 

𝑃 ( lim
𝑛→∞

𝐴𝑛) = 𝑃(⋂ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1 ) = 1 − 𝑃(⋃ �̅�𝑛

∞
𝑛=1 )  

                                                    = 1 − lim
𝑛→∞

𝑃(�̅�𝑛)  

                                                    = 1 − lim
𝑛→∞

(1 − 𝑃(�̅�𝑛))  

                                                    = lim
𝑛→∞

𝑃(𝐴𝑛)  

bulunur.  

ÖRNEK: Bir zarın ardarda atılması deneyinde eninde sonunda 6 gelmesi olasılığını bulunuz. 

𝐴𝑛: İlk 𝑛 atışta hiç 6 gelmemesi olayı olsun. Yani, 

𝐴1: İlk atışta 6 gelmemesi 

𝐴2: İlk 2 atışta 6 gelmemesi                                                                                                             

⋮  



olarak tanımlansın. Bu durumda ⋂ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1  olayı bir zarın sonsuz kez atılması deneyinde hiç 6 

gelmemesi olayıdır. Ayrıca 𝑛 = 1,2,3, … için 𝐴𝑛 ⊃ 𝐴𝑛+1 olacağından 𝐴𝑛 ↓ olarak bulunur. Bu 

durumda  

𝑃 (⋂ 𝐴𝑛

∞

𝑛=1

) = 𝑃 ( lim
𝑛→∞

(𝐴𝑛)) = lim
𝑛→∞

𝑃(𝐴𝑛) = lim
𝑛→∞

(
5

6
)

𝑛

= 0 

dır. Buradan eninde sonunda 6 gelmesi olasılığı 1 − 𝑃(⋂ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1 ) = 1 − 0 = 1 dir. 

 

𝑃 Olasılık Ölçüsünün Sürekliliği 

TEOREM: (𝐴𝑛) 𝑈 daki olayların herhangi bir dizisi olsun. P olasılık ölçüsü süreklidir, yani 

                  𝐴𝑛 ⟶ 𝐴 ⇒ lim
𝑛→∞

𝑃(𝐴𝑛) = 𝑃(𝐴)  

dir. 

İSPAT: 

𝑃(liminf
𝑛→∞

𝐴𝑛) ≤ liminfP(
𝑛→∞

𝐴𝑛) ≤ limsupP(
𝑛→∞

𝐴𝑛) ≤ 𝑃(limsup
𝑛→∞

𝐴𝑛) 

eşitsizliğinin gösterilmesiyle ispat tamamlanır. 

liminfP(
𝑛→∞

𝐴𝑛) ≤  limsupP(
𝑛→∞

𝐴𝑛) 

olduğu açıktır.  

• limsupP(
𝑛→∞

𝐴𝑛) ≤ 𝑃(limsup
𝑛→∞

𝐴𝑛) olduğunu gösterelim. 

limsup
𝑛→∞

𝐴𝑛 = ⋂ ⋃ 𝐴𝑘
∞
𝑘=𝑛

∞
𝑛=1  olduğunu biliyoruz. 𝐵𝑛 = ⋃ 𝐴𝑘

∞
𝑘=𝑛 , 𝑛 = 1,2, … diyelim. Bu 

durumda limsup
𝑛→∞

𝐴𝑛 = ⋂ 𝐵𝑛
∞
𝑛=1  olacağı açıktır. Ayrıca 

𝐵1 = 𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ …   

𝐵2 = 𝐴2 ∪ 𝐴3 ∪ …  

olup 𝐵𝑛 azalan bir küme dizisidir. Böylece  

limsup
𝑛→∞

𝑃( 𝐵𝑛) = 𝑃(limsup
𝑛→∞

𝐴𝑛) (*) 

dir. 𝐴𝑛 ⊂ 𝐵𝑛, 𝑛 = 1,2, … olduğunun gözönüne alınmasıyla 𝑃(𝐴𝑛) ≤ 𝑃(𝐵𝑛) olup 

limsupP
𝑛→∞

(𝐴𝑛) ≤ limsupP
𝑛→∞

(𝐵𝑛)  (**) 

elde edilir. (*) ve (**) ifadelerinden  



limsupP(
𝑛→∞

𝐴𝑛) ≤ 𝑃(limsup
𝑛→∞

𝐴𝑛)  

bulunur. 

• 𝑃(liminf
𝑛→∞

𝐴𝑛) ≤ liminfP(
𝑛→∞

𝐴𝑛) olduğunu gösterelim.  

liminf
𝑛→∞

𝐴𝑛 = ⋃ ⋂ 𝐴𝑘
∞
𝑘=𝑛

∞
𝑛=1  olduğunu biliyoruz. 𝐵𝑛 = ⋂ 𝐴𝑘

∞
𝑘=𝑛 , 𝑛 = 1,2, … diyelim. Bu 

durumda liminf
𝑛→∞

𝐴𝑛 = ⋃ 𝐵𝑛
∞
𝑛=1  olacağı açıktır. Ayrıca 

𝐵1 = 𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ …   

𝐵2 = 𝐴2 ∩ 𝐴3 ∩ …  

olup 𝐵𝑛 artan bir küme dizisidir. Böylece  

𝑃(liminf
𝑛→∞

( 𝐵𝑛)) = 𝑃(limsup
𝑛→∞

𝐴𝑛) (***) 

dir. 𝐴𝑛 ⊃ 𝐵𝑛, 𝑛 = 1,2, … olduğunun gözönüne alınmasıyla 𝑃(𝐴𝑛) ≥ 𝑃(𝐵𝑛) olup 

liminfP
𝑛→∞

(𝐵𝑛) ≤ liminfP
𝑛→∞

(𝐴𝑛)  (****) 

elde edilir. (***) ve (****) ifadelerinden  

𝑃 (liminf
𝑛→∞

𝐴𝑛) ≤ liminfP
𝑛→∞

(𝐴𝑛)  

bulunur. Böylece 𝐴𝑛 ⟶ 𝐴 olduğundan ve ispatlanan bu eşitsizlik yardımıyla 

liminf
𝑛→∞

𝑃(𝐴𝑛) = limsup
𝑛→∞

𝑃(𝐴𝑛) = lim
𝑛→∞

𝑃(𝐴𝑛) = 𝑃(𝐴) 

olur. 


