ORNEK (Kesikli Olasilik Dagilimi): Q = {wy, w5, ...} veU = P(Q) olsun. Y2, P; =1
olacak sekilde P;e(0,1) sayilarin1 géz 6niine alalim.

P:U — R
A — P(A) = X2, P a(wy)
ile verilen P fonksiyonunun bir olasilik dl¢iisii oldugunu gosteriniz. Burada;

l'EA

olup
P(Q) =22, Pilg (w) =22, P =1
dir. Ayrica

( Lavg(w) =[x (w) + Ig(w) — I4np(w) )
AN B = @ olmak tizere Iy5(w) = [h(w)w + I5(w)

esitlikleri saglanir. Buradan

P(Up=14y) = 221 P 1y, o, ()
= Y21 PiXn=q IAn(wi)
= Yn=1i=1 PiIAn(wi)
= Yn=1P(An)

olarak elde edilir.

Hatirlatma:

1. limsup A, := Np=1 Ux=r Ak

n—-oo

liminf A, : = Up=1 Ni=p Ak

n—-oo

2. limsup 4, : 44, 4,, ... olaylarindan sonsuz tanesinin ger¢eklesmesi olay1

n—-oo

liminfA,, : A;, A,, ... olaylarindan sonlu tanesinin digimda tiimiiniin ger¢ceklesmesi
n—->oo

olay1.

TEOREM: (Q, U, P) bir olasilik uzay1 olsun.

(i) A,, n=1,2,... U dan alinan herhangi artan bir kiime dizisi ise;

P(im,An) = Jim P(4,)



dir.
(i) A, , n=1,2,... U daki azalan bir kiime dizisi ise;
P(Jim,An) = Jim P(4)
dir.
ISPAT: B, = A; ve B, = A, \ U}_1 Ay ,n = 2,3, ... olmak iizere B,, kiime dizisi i¢in

1. B, ’ler ayriktir.
2. Ug=1Br = Uk=1 4k
3. Un=1Bn = U1 4n

dir.
(1)A, Tolsun. Budurumda 4, c A, C --- dir.
P(lim Ay ) = P(Usizy Ay) = P(Uiy By) = Ty P(By)
= lim X%_; P(By)
n—->oo
= lim X7_,(P(Ax) — P(4x-1))
= lim P(4,)
n—oo

bulunur.

(i) 4,, 1 olsun. Bu durumda A4,, T olacag aciktir. Bdylece
P(1im 4,) = P(NGZy Ap) = 1= P(UsZy Ay)

=1- lim P(4,)
n—00

1-— %i_r)tc}o(l —P(4,))
= lim P(4,)
n-oco
bulunur.
ORNEK: Bir zarin ardarda atilmas: deneyinde eninde sonunda 6 gelmesi olasiligini bulunuz.
Ay, 11k n atista hi¢ 6 gelmemesi olay: olsun. Yani,

A;: 11k atista 6 gelmemesi

A,: 11k 2 atista 6 gelmemesi



olarak tanimlansin. Bu durumda N;_; A, olay1 bir zarin sonsuz kez atilmasi deneyinde hig 6
gelmemesi olayidir. Ayrican = 1,2,3, ... i¢in A, D A, 4, olacagindan A,, | olarak bulunur. Bu
durumda

[oe] 5 "
p (ﬂAn) = (1m40) = im P4 = im (2) =0
n=1 n—oo n-oo n-o0o 6

dir. Buradan eninde sonunda 6 gelmesi olasiligi 1 — P(N;-; 4,) = 1 — 0 = 1 dir.

P Olasilik Olgiisiiniin Siirekliligi

TEOREM: (4,,) U daki olaylarin herhangi bir dizisi olsun. P olasilik dl¢iisii siireklidir, yani
A, — A= 7{1_1}010 P(4,) =P(4)

dir.

ISPAT:

P(liminfA,) < liminfP(4,) < limsupP(4,) < P(limsup 4,,)
n—>oo

n—-0oo n—-oo n—-oo
esitsizliginin gosterilmesiyle ispat tamamlanir.

liminfP(A4,,) < limsupP(4,)

n—-oo n—-oo

oldugu agiktr.

e limsupP(A4,) < P(limsup A,) oldugunu gdsterelim.

n—-oo n—-oo

limsup 4,, = Ny=1 Ui=y, Ak oldugunu biliyoruz. B,, = Uy, Ax,n = 1,2, ... diyelim. Bu

n—-oo

durumda limsup A4,, = Ny~ B, olacagi agiktir. Ayrica

n—00o
Bl = Al V) Az uU..
B2 = A2 U A3 U ...

olup B,, azalan bir kiime dizisidir. Boylece

limsupP( B,) = P(limsup 4,,) (*)

n—oo n—oo
dir. A, € B,,n = 1,2, ... oldugunun g6zoniine alinmasiyla P(A4,,) < P(B,) olup

limsupP(4,,) < limsupP(B,) (**)

n—-oo n—-oo

elde edilir. (*) ve (**) ifadelerinden



limsupP(A4,) < P(limsup 4,,)

n—-oo n—-oo

bulunur.

e P(liminf4,) < liminfP(A4,) oldugunu gdsterelim.
n—-oo

n—->oo

liminf 4,, = Up=1 Ni=y, Ak oldugunu biliyoruz. B, = Ny=, 4x,n = 1,2, ... diyelim. Bu
n—oo

durumda liminf A,, = U, -, B, olacag1 agiktir. Ayrica

n—->oo
Bl = Al N A2 n..
B2 = AZ N A3 n..

olup B, artan bir kiime dizisidir. Bdylece

P(liminf( B,)) = P(limsup 4,,) (***)
n—->oco

n—-oo
dir. A, © By, n = 1,2, ... oldugunun gozoniine alinmasiyla P(A,,) = P(B,) olup

liminfP(B,) < liminfP(4,)) (****)
n—->oo n—>oo
elde edilir. (***) ve (****) ifadelerinden

P (liminf 4,,) < liminfP(A,,)
n—-oo

n—-oo

bulunur. Boylece 4,, — A oldugundan ve ispatlanan bu esitsizlik yardimiyla

liminf P(4,,) = limsup P(4,,) = lim P(4,) = P(A)
n—oo n—oo

n—-oo

olur.



